
Fukushima National College of Technology

NII-Electronic Library Service

Fukushima 　National 　College 　of 　Teohnology

井 川
・
大 澤 ：サ イ ク ロ イ ド振 子 に つ い て

サ イ ク ロ イ ド振子 に つ い て

On 　Cycloidal　Pendulum

井川　治
＊

（IKAWA 　Osamu）
大澤 　昇平

＊ ＊

（OSAWA 　Shohei）

　Abstract　The 　Iuotion 　of 　a 　particle　on 　a 　cycloid 　under 　the　uniform 　gravity　is　called 　the 　cycloidal

pendulum ．　We 　study 　the　cycloidal 　pendulum ，
　and 　compare 　it　with 七he　circular 　pendulum ．
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1　 導入

　円が
， 与えられ た 直線上 を 滑 る こ と な く転が る と き，

こ の 円状 の 定点が描 く軌跡 をサ イク ロ イ ドと い う．

本稿 の 目的は ，サ イク ロ イド斜面に
一

様 な重力場が か か っ て い る と き，斜面上 に質点 を置 き，手 を離 した

と きの 質点の 運動を 調べ ，そ の 結果 を 利用 して ，サ イ ク ロ イ ド振子 と 円振子 に 関す る シ ミ ュ レ
ー

タ を作成

し結果 を 比較す る こ とで あ る．

　こ こ で
， サ イクロ イド軌道 上 の 質点 の 運動 は ，周期運動 と な るが ，そ の 周期 は ，初期位置 に よらず

一
定

で ある と い う特殊な性質を 持 つ ．こ の 等時性 は ，普通 の 円振子 に 対 し て も近似 的 に は 成立す る．

2　 サ イ ク ロ イ ド軌道上 の 質点の 力学的性質

　半径 α の 円が ，与 えられ た 直線上 を滑 る こ とな く転が る と き，こ の 円上 の 定点が描 く軌跡 をサイク ロ イ

ド とい う．定点が原点 （0，0）を出発 して ，直線 y ＝2α 上 を転が っ た と きの 円 の 回転角 を ξとす る と，曲線

は 次 の よ うに 表示 され る．

（；）一 ・   ・ （黙））（
−

T … T ） （1）

　こ れ を図示する と以下 の よ うに な る．

　本稿 で 全体を通 して 扱 う系に お い て は，重力加速度 （0，

−
g）が

一
様に かか っ て い る と考え る．こ こ で ，サ

イク ロ イ ド軌道上 の 質点の 運動 は ，周期運動とな る が ，そ の周期 T は ，初期位置に よ らず一定で あ る とい

う特殊な性質を持つ （等時性，（6）式を参照）．

　 こ の 等時性は，普通 の 円振子に対し て も近似的 に は成立する ．実際，周期 T は ，糸の 長さ Z と重力加

速度 g を用 い て T ≒ 2π
〜鰯 と表され る．こ の 事実は ，ガ リ レ オ ・ガ リ レ イ に よ っ て 発見 され た もの で

ある ．ただし，これ は円振子の振幅が小 さ い 場合に限っ た こ とで あり，振幅が 大 きい 場合は
， 小 さい 場合

と比 べ て周期は長 くな っ て しまう．こ の 事実に対し ホ イヘ ン ス は ，サ イ ク ロ イ ド を考案 し，そ の 等時性を

発見し た （［1］参照 ）．
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図 1： サ イ クロ イ ド曲線

　本稿 の 目的 は （1）に よ っ て 定義され る サ イ ク ロ イ ド斜面 に
一

様な重力場 （0，

− g）が かか っ て い る と き，

斜面上に質点をおき ， 手を 離 した と きの 質点の 運動 ξ（t）を調べ ，そ の 結果を利用し て ，サイ ク ロ イド振子

と 円振子 に 関する シ ミュ レ ータ を作成し結果 を比較する こ とで あ る．

　まず ， 質点 の 運動方程式 に つ い て 考察す る ．単位質量 当た りの 質点の 位置エ ネル ギ
ー

は

　　　　　　　　　　　　　　　　（0 ≦）9！ノ
＝9 α（1

− cos ξ）（≦ 2α9）．

また ，

　　　　　　　　　　　　　　　　（ト （（i）・ 圜）・
で ある か ら，単位質量当た りの 質点 の 運動 エ ネ ル ギ ーは

　　　　　　　　　　　　　　（・ ≦）1（（・）
・

＋ ω
’
）一α

2
（ξ）

2
（・＋ … ξ）・

よ っ て 系の ラ グ ラ ン ジ ァ ン £ は

　　　　　　　　　　　　　 L （ξ，ξ）＝α
2
（ξ）

2
（1 ＋ cos ξ）

− ga （1
− cos ξ）

に よ っ て定義され る相空間 上 の 関数で ある．ゆ え躓 点の 翻 方程式 弖聾 一璽 よ り次 を 得 る．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 dt∂ξ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ∂ξ

　　　　　　　　　　　　　　　2α ξ（1＋ cos ξ）＝α（ξ）
2sin

ξ
一9sinξ．

　また
， 力学的エ ネル ギ ー保存則よ り，次式が 成立する ．

　　　　　　　・≦IG陶 2
）・ ・の一・ （ξ・

2
・・＋ … ξ）・ … 一… ξ）一 ・（・・）・

（2）

（3）

E は単位質量当た りの 力学的エ ネル ギ ーを α で 割 っ た もの で あ る．E ＝0 となるため の 条件 は （x ，y）＝0

で ，質点は静止 し て い る こ とで あ る ．また，E ≦ 2gが成 り立 つ ．こ こで ，　 E ＝2g の と き と，E ＜ 2g の

と き とで は ，運動の 様子 が 大き く異 な る の で ，E を場合分けす る こ と に す る ．

　E ＝2g の とき，

　　　　　　　　　　　　　　　α （ξ）
2
（1 ＋ cos ξ）＋ 9（1

− cos ξ）＝ 29．
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変形する と ｛α （ξ）
2 −

g｝（1＋ cos ξ）＝ ・ O とな る の で

ξ一 ±曙
　任意 の 解 は 原点を 通 る の で ，以 下 ，初期条件と し て t ＝ 0 の と き ξ＝ 0 と 仮定す る ．ξ（t）が運動 方程

式 （2）の 解な ら ば，ξ（
− t）も （2）の 解な の で ，以下 ，ξ（t）また は ξ（

− t）の どち ら か
一

方の み を表示す る ，

ξ；
〜
／茆 の と きは

， ξ＝オ
〜イ亜 を得 る．

　0 〈 E く 2g の とき α （ξ）
2
（1＋ cos ξ）＋ g（1 − cos ξ）〈 2g を変形する と ｛α （ξ）

2 − g｝（1＋ cos ξ）〈 0 と な る

の で

1ξ1・ 》客
　（3）を ξに つ い て解 くと

，

　　　　　　　　　　　　　　　　ξ一ザ
ー

畿 曙
s ξ）・

　こ の ξ（t）に 関する変数分離形 の 微分方程式を解 くと

　　　k
一ノ譌 画

。 ≡耘 喘 一 （傷Slnl ）・

　これ を 整理 し て
，

　　　　　　　　　　　　　　　　s・・　1一蕩血 G瀞）
こ の 関係式は E ＝0 及び E ＝2g の場合 も含め て成立する．

　こ れ を図示す る と，下 図の ように な る．

（4）

（5）

図 2 ： t と ξの 関係

　質点 の 運動 の 周期 T は 明 らか に ，質点が原点か ら最高点 に 達す る まで の 時間の 4 倍に等し い ．従 っ て ，

（4）よ り，

　　　　　　　　　　詈一・VllArcgin（
　　　　　　ξo− Sln −
　　　　　　 2）一・9・ ・c ・・n ・一膓
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た だ し ，ξo は

　　　　　　　　　　　　　　　　E − ・（・
一

… ξ・）− 29・・n2 讐
と い う関係式に よ り定義さ れ る数で ある ．従 っ て ，

T − ・・V9 （6）

　以上 の こ とか ら，次 の 定理 が得 られ る．

定理 1 一
様な重力場 g 内 で ，（1）に よっ て 与え られ る サ イ ク ロ イド上を束縛運動する質点の 運 動に つ い

て ，次が成 り立 つ ．単位質量当た りの 力学的 エ ネ ル ギ
ー

を α で 割 っ た もの を E ≧ 0 と お く，

　　　　　　　　　　　　　　　　　 ξ（t）＝2Arcsin （κ sin 　Lvt）．

但し，κ ＝
〉画 ，w ＝（112）Vli7Eと置 く．

　0 ＜ κ ≦ 1 の と き，質点 の 運動 は周期 T ＝2π ／ω の 周期運動 で ある．

　以下 ，
ハ ミル トン 力学的手法で 解析 を行 うこ と と す る ．質点 の 運動 に関す る ハ ミル トニ ア ン U （ξ，ξ）は，

　　　　　　　　　　　　　　H （ξ，ξ）＝ a （ξ）
2
（1 ＋ cos ξ）＋ 9（1

− cos ξ）

に よ っ て 定義され る相空間上 の 関数で ある．

　サ イ ク ロ イド曲Wt　M の 相空 間 T （M ）上 の 関数 H （ξ，η）に対 して
，
　 H の Hamilton ベ ク トル 場 XH を

　　　　　　　　　　　　　　　・・
一

、。（、t，。，ξ）（器
一
詈）

と定め る．T （M ）内の 曲線 u （t）＝ （ξ（t），ξ（‘））が Hamilton 方程式 Ck； XH を満た せ ば，ξ（t）は運動方

程式 （2）を満たす．逆 に，（2）の 解 ξ（t）に対し て T （M ）内の 曲Wt　u （t）を u （t）＝ （ξ（‘），ξ（t））と定め る と，

u （t）は Hamilton 方程式 a ＝ XH を満た す．

U （ξ，ξ）・ ・　Eo の グ ラ フ とベ ク トル 場 XH を以 下 に 図示する．

　　　　　　　　　　　　　　　1撫 ！　蒸三ζ磯 、

　　　 　　　　　　　　　　　　 tti 　
1 ’

s 卸   簿
1
  〆

・
ヴ ノ

ぜ．1 ’1
　 ξ

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 L　，　モ　 　　 　　 　 　　
げれ　 　　 　　 　 　　 　　 　 i　 ’

　　　　　　　　　　　　　　　 e ．v ・t ，i ： 、授 こ藩 ・v・’「vv ．J　tt： ．／ こへ
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

「
‘ 1

い一tt．・．h “ “’，り覧郵
4t 三

い．／t〜
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 一

．
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ち／・／
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 置 ノ 1

’・／’t．tt’・，　　　　　 ・t 了
　　

’・’

寒1蝋 ≒懸鼕耋≒ 砿
丶

Sl；諏 び ぞ斗慈
｝llll二

　　｝1， 励 tt ざ　
〜

謙；f；’

”力骨貫
『
実 愁 ÷ 1旗 菩 鴛ア鴛

寓

図 3： H （ξ， ξ）＝Eo の グラ フ とベ ク トル場 Xll

　こ の グ ラ フ を注意深 く観察する と，サ イ ク ロ イ ド振子が動 く様子が 読み取れ る．特に H ＝ 2g で ある場

合 ，解は ξ＝士1 とな る．

　また，XH ＝ 0 で あ る場合，解は ξ＝ O
，
　sin ξ＝ 0 で あ る ．
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3　 シ ミ ュ レ
ー

タの 開 発

　本研 究 に 際し，我 々 は，サ イ ク ロ イド振子の 等時性を確認する た め の シ ミュ レータ を開発した （ド図）．

本 シ ミ ュ レ ータ に は ，サ イ ク ロ イ ド振 子 と 円 振 子 と い う 2 種類 の 振子 の シ ミ ュ レ
ータが 内蔵 され て い る ．

こ の それぞれ の 振 る舞い を観察し，比較する こ とに よ っ て ，サ イ ク ロ イ ド振子 の 特徴 ，特 に等峙性が確認

で きるとい う効呆が得られ る と考えられ る．

図 4 ： サ イク ロ イド振 子の シ ミ ュ レータ

　本 シ ミ ュ レ
ー

タ の 特徴 とし て ，操作が 非常に 簡単で あ る と い う点が 挙げ られ る ．また
， 円振子 の シ ミ ュ

レ
ー

シ ョ ン に おい て ，等時性が 次第にずれ る様子は 興味深い ，な お ，サ イ ク ロ イ ド振子 の シ ミュ レーシ ョ

ン は本稿 に 某 つ くもの で あ るが ，円振子の シ ミ ュ レーシ ョ ン は ，厳密に 解析 し よ うと す る と煩雑 に な る た

め ，ル ン ゲ ・ク ッ タ法に よ る 近似を用 い た ．

　本シ ミュ レ
ー

タ は，次の URI に ア ク セ ス する こ とで ，実際 に 閲覧及び ダウ ン ロ ー
ドす る こ とが 可能で

あ る ： http：／／simfan ．cnl ．jp／pel1（lulurn／
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