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Abstract

In　lhispaper ，　 we 　develop　a　refined 　FlnUeElemelltMethod 　（FEM）　to　ana 至yze　beam　bending

prob ！e 皿　based　on 　our 　General　Higher　Order　Beam　Theory　proposed 　previously ．

Th童s　FEM　is　established 　by　consjdering 　higher　order 　transverse　d孟stribetlon 　of

displacements　inbeam　bending　tomake 　possibllity　exac 壮ana 正ysisof 　djsplace皿enls 　and

stresses ．

The　accuracy 　ofpresent 　finiteelement　methed 　isexamined 　syntheticallyby 　the　analys 並s

of　beam　be皿ding　problems　of　simpIy 　supported 　beam　under 　un 童「ormly 　distribuLed　load．

By　乢bis　developmen耄　of　refined 　FEM，　a　refi 囗ement 　to　FEM　based　on　主he　cIassicaI 　beam

乢heory　or 　shear 　deformation　beam　theories　 and 　the　usefulnessof 　our 　GeneralHigller　Order

Beam　Theory　are 　establisbed 　si 皿 ultaneously ．

1 ．緒 言

　本研究 は，著者 らが 先 に 提 案 し た は りの 解 析 に関 す

る
一

般 化 高次理 論
1） の考 え 方 を，有限 要 素法 に 用 い た

数値解析法の 構築 に よ っ て ，は り の 曲げな らび に 伸縮

問題 の 有限要素解析の精密化 と
一

般化高次理 論
2｝の有

用 性 の 拡 大 を 目指す も の で あ る ．

　 こ こ で は 2 次元 は りの 変位成分 を 高 さ 方向座標 の

べ キ級数で 展開仮定す る 手法に基 づ く有限要素法
3）’8）

を構築 し，曲げに 伴う伸縮挙動 も考慮 した一
般的 は り

曲 げの 解析 を通 じて ，高次 理 論要 素の 精度を検証す る．

2．一般化高次理 論

　図
一1 に 示 す座標系で，は り（均質等方性）の 境界面 に

分布荷重 p（x ）を 載荷 した 問題 に 関 して ，本有限 要 素法

の 基盤 と な る
一

般化高次 理 論
1）（GHT ）の 概要 を示 す．

　はりの 変位成分 Ui ：i＝x，z　（XJ　z 以外 の 添字 は座標

x）x を表 す ） を 次式 の よ うに 高 さ 方向座標 z の べ キ 級

数 （N ：理論次数）で 展開仮定す る ．

　 　 　 2N −1
μ

’
＝
温

z
π

μ
畑 ・（x ）　　　　　　 （1）
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こ こ に UiO
）
は変位係数と呼ばれ，変位 の 軸方向分布 を

表す 関数で あ る．
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図
一1 座標 系 とは りの 曲げ挙動 ・伸 縮挙 動

＊ 福 島工 業高等 専 門学校 建設 環境 工 学科（い わ き市 平上 荒川

字 長 尾 30）

　 　 　 　 　高さ方向蛮位

曲 げ挙 動　　 Ul ：n ；（｝，　2，　4，　・・

伸縮挙 動 　　de ：nJ ：nnL3 ．5，一

軸方向 変位

ttx，：n ＝1，3．5，−

LC：，：n ＝　o，　2，　4，　一

図一2 変位 係数 Ui（n）の 高さ方向分布
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　2 次元弾性論
9）の 幾何学的関係式 を 用 い ，は りの ひ

ずみ 成分 ε
ゼ 4ノ＝xorz が 次式 の よ う に得 られ る、

　 　 　 　 　 　 　 　 2N ー1

　
ε
ウ　
＝Ui・ノ ＋ 配

μ　
一
　蔦

zn ｛（δixUj （n ）・X ＋ δ
」．
Ui

・nLx ）／2

　　　　　＋ （n ＋ 1）（δ，z
配

∫〔π ＋D
＋ δ

f．
Ui

〔理 ＋り ）！2｝　　　　　（2）

　上式中の δ
，i はク ロ ネ ッ カ

ー
の デルタで あ りtX ，z 以

外 の 繰 り返 さ れ る 添字 は テ ン ソ ル 表 記法 の 総 和 規 約

に従う．また ， 添 字（pu）は x 座標 に よ る 微分 を 表す．

　構成関係式 を 用 い れ ば．CijkJを剛性係数 と し て は り

の 応力成分 偽 ：i，j　− xorz を 変位係数 混

ル ）
で 表 した

次式が得 られ る．

・ 凶 、，
・

、广

2

歯  ・

楳 ・
、傾

・ （n ＋ 1）・ii、、U 、、。．、）｝
　 　 　 　 　 　 　 n −0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

　 これ ら の ひ ずみ 成 分 ・応力成分 を変分原理 に 用 い れ

ば，変位係数 の 支配方程式が，次式 の 高次断面力の つ

り合 い 方程式 と し て ，境界条件式 と と も に導 か れ る ．

　 σ鍛 一
・ σ £

π4 ）
・ F

、

（”｝　・　o 　 　 　 　 （4）

上 式 の 各項 は 次 の 高次断面 力 σ 卵と荷 重 項君
ω で あ

る ．

・ r・ 一磊 ・
，
雌 F

，

（n ） 一瞬 ・1：lll・ （・・

　 3 ．精密化有限要素法の構築

1 ）節点変位係数を直接未知量 とする要濃

　は り要 素 （2節点）の 変位成分 Ui ：i＝x，z を，高さ

方向に は図
一2 の ように z の べ キ乗 ♂ で 展開仮定す る

と 共 に，長さ方向 に は図
一3 に示す各種 の 多項式群

N ［nt ］
（ξ）；ξ＝xノ（112）；m ＝ 1〜M を変位係数関数 （通常の

変位関数 に 相 当 ） と して 採用 し，節 点 変 位 係 数 （お よ

び 無 節 点 変 位 係 数 ）μ芻と の 積 で 次式 の よ う に 仮定す

る，

　 　 　 2N ＿1　　　　　　　　　　　 2N −1　　　 M

　Ui 一
Σz勉 ω （x）・＝Σzn Σ屍！島M

呵
（ξ）　 （6）

　 　 　 n□O　　　　　　　　　　　　　n■O　　　m ．1

　図
一3に，こ こ で 開発 した各種 の 有限要素法 で 用い た

福 島工 業高等 専門学校

　 　 　 　 　 　 　 　 一1
0 　 ξ胃x 〆（12）　亅

co 連続性関数

1

o　　ξ＝＝ノ（in）　 1

Mll＝（ξ3＋ ξz ξ・1）ノ4

c1連 続性 関 数

＿1 　　　　　　 0　 ξ＝xl （Jra）

・［＝：7 「
　［

Nl』←3ξ
’
＋ 1°ξ

3
” S ξ＋ 8）／16

　 」
” ．　

1．．．，．・〆

　 　 　 　

　 　 ・，　　

　　　　　　　c
・

連続欄 数 　 　 丶

図
一3　変位係 数 関 数 N ［m ］

（ξ）；ξ＝x1 （lfZ）の 軸方向分 布

変位係数関数を示 したが，こ れらは節点 に おけ る 要素

間の 変位係数関数 の 連 続 性 よ り，以 下 の よ う に分 類 さ

れ る 関数群で ある．

　  C
°

連続性関数 ： 0 階微係数連続 性 （値 の み の 連

続性）を 示す関数群，す な わ ち 要素両 端 の 節点 で そ れ

ぞれ ユ
ー0，0− 1 とな る 直線変化 （m ＝1，2）を最低次分布

と し，こ れ に 両節 点 で 0 とな る 無 節 点高次 成 分 （m ＝

2
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3〜6 ：2 次〜5 次分布 ） を 順次 重 ね 合 わせ た も の ．

　  cl 連続性関数 ： 1 階微係数連続性 （値．傾きの

連 続 性 ） を 有 す る 4 種 の 3 次関数

　  C2 連続性関 数 ： 2階微 係 数連続 性 （値 ．傾きお

よ び 曲率 の 連 続性 ） を有す る 6 種 の 5 次関数

　こ れ ら の 変位 係 数関 数 に よ る 解 の精度特 性 に つ い

て も，数値例 を 通 じて 検証 す る ．

　式（6）の 変位成分 の
一

般式 を マ トリッ クス 表示す る

と次 式 の よ うに な る．

｛u ｝＝［理］｛δ｝ （7）

｛δ｝は は り要 素 の 2 節 点 で の 節 点 変 位 係 数 （お よ び co

連続性螺 で は 各 要 素 内 で の 鰤 点 変 位 係 数）略1
よ りな る 次式 の 変位係数ベ ク トル で ある ．

　 　 　 　 2，v −1　M

　　｛δ｝一濕 ｛・！贇鵡 ｝ （8）

幾何学的 関 係式 よ り，ひ ず み ベ ク トル ｛s｝は 次式 で 求

め られ る．

｛e ｝＝ ［1V1｛δ｝ （9）

構成関係式 よ り，応力ベ ク トル｛σ ｝は剛性係数 マ トリ

ッ ク ス ［D ］を用 い て 次式 で 求め られ る．

　　｛σ｝昌 ［P 】｛ε｝旨 ［D ］［N
’

］｛δ｝　 　 　 　 　 （10）

　他方，変位係数 ベ ク トル の 成分 曝嵩に対応 した 節点

力ベ ク トル e腎の 成分 f，ITSは 次式で 求 め られ る．

　　瑠 一五ll［・ω ・
〃

・ 囲
（ξ）］：：：：1；dU 　 （・1・

これ らを用 い ，次 の 仮想仕事 の 原 理 よ り，

ee
・d｛δ｝．∫同 4［司〃 一

囮 ｛δ｝d［司

次式 の 剛性 方 程 式 が 導 か れ る ．

u｝＝ ［珂｛δ｝

（12）

（13）

な お 要 素剛性 マ トリ ッ ク ス 囮は 次式 で 計算 され る ．

　　［k］． ∫ IN1・ ［D ］、INI、dV 　 　 　 （ユ4）

2 ）節点変位係数を間接的な未知量とす る 要素

　変位 係数 と して ，ノ の 項 に未知係数 α芻 を 乗 じ た

形 の も の を仮 定 し床 知係数 ・綢と 節点 難 係 蜘 1二1
と の 間 に成 り立 っ 次 式 の よ うな 変換 関 係 を 介 して ．剛

性関係式を定式化す る もの で ある．

　 ｛δ｝＝ ［G］｛α｝　　　　　　　　　　　　　　　　（15）

こ こ に ｛a ｝は 未知係数 α 調を 成分 と す る ベ ク トル ，

｛δ ｝腰 素醐 の 鯨 ψ・ ・，2）で の 変位係数鵡 よ りな

る 次式 の 節点変位 ベ ク トル で ある．

　 　 　 　 　 N 　　2

　　｛δ｝一ΣΣ｛4払一・… 黜一・）｝　　　　 （・6）
　 　 　 　 n■lPml

　こ こ で は，曲げ挙動 の 変位係数関tSUi
（。）（x ）に 各次

数 月 と も次式 の よ う に仮定 した．

u 。（、。）
一（n ＋ ・）｛・ ≦？3．）

・ α ［IL）x ＋ a92
。）

x2 ／2｝

u
．（、n＋、〉

一α 鉱 ． 1）
・ α鉱 ． 、）

x ； n ・O，1，Z ・… （17）

　　　　 α1？2）一一
αE？n ．り

これは，Greimann−Lynnlo） の 平板曲げの せ ん断変形要

素 に お け る ，薄板で の 精度 低 下 回避 を 目指 した 手 法 を

は り に 用 い た もの で ，せ ん 断 ひ ず み の 軸方 向 変化 率 が

ゼ ロ （ε　 ＝0 ）とな る 変位成分間 の 従属性 を導入 し
　 　 　 XI ，x

て ，ス レ ン ダーな は りの 場 合 に 自 由度 増 を 抑 え つ つ ，

低次 理 論要 素で の精度低下 を 回 避す る 手 法で あ る．

　式（17）を 用 い た 変位 成 分 を マ トリ ッ ク ス 表示す る と

次式 の よ う にな る，

｛冴 ｝＝ 四 ｛α ｝≡ 囲 【G
冒1
】｛δ｝ （18）

幾何学的関係式 よ り，ひ ずみ ベ クトル｛e ｝は 次式 で ，

｛s ｝＝ ［N
’
］｛a ｝＝ 　［V

’

】［G
’1
】｛δ｝ （19）

構成関係式 よ り応力 N クトル｛σ｝は次式 で 求 ま る．

｛σ ｝＝【D ］｛e ｝＝［D ］　［N1 　｛α ｝

　　； ［D 】【N
’

］IG
−1
］｛δ｝ （20）
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　こ れ ら と 節点力ベ ク トル 丗 用 い 、1）の 要素 と 同様 に

仮想仕事 の 原理よ り剛性方程式が導かれ る ，

　な お 要 素剛 性 マ ト リ ッ ク ス 囮 は次 式 で 計 算 さ れ る，

［k］… ［G
・il・ ∫囲

・

四 囲 47 ［G
・iI

（21）

3）
一

般化高次理論 と本有限要素法の 関係

　本有 限 要素法 の 基盤 と な っ て い る
一

般化 高次 理 論

（GHT ）
1）は，は りの 変位成 分 Ui ：i．x

，
　z を 高 さ方向座標

z の べ キ 級数 で 式（1）の よ う に 展 開仮定し，各 ベ キ 次数

ご との 変位係数 闘
，ω （x ）の 支配方程式 と して ，高次断

面力の つ りあい 方程式 （連立 微分方程式）と境界条件

式 を，エ ネ ル ギー原 理 等 に よ り定式化 し た 解析 理 論で

ある ．

　他 方 ，本 有 限 要 素 法 （FEM ）
4）
’8）は，同 じ く変位 成分

を高 さ 方向座標 z の べ キ級数 で 展開す る と 同時 に ，

　
一
〇．5

　
−0、4

　
−0，3

　
−0、2

§ ．o．1
蝉　　o

便 　　0、1
和 　　0．21
囗巨

　 　 0．3

　 　 α 4

　 　 0．5

一一¶一一r一m

−一一一一一一一

一一一一一一一一
一〒一一一一一一
　 　 　 G．2

屮早早甲「 早
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 …

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 …＿　＿　＿　＿　＿　＿＿　＿　＿　＿　＿　＿　　一　一r　　＿　＿　＿　話
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 …　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≡一π而1皿一而一一r一

　
冖 一匿一一一

、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…

∴ ；二二二薪∵ 二二1

甲叩

一
一

一一一一一一一一

 π冖r −一一一

鹵一一一一鹵一一

 冖冖rm −一一

一一一一一而冒一

　一一一．．一　 一

一一一一一一 一一

　一一一「1 − 一一

一〇一α 己SS 幅 1

鵡 σ 、〔2・1sヒ
　 泌 　 （刀．Cl ．C ル 2Rd

・・「瞬 ・
α⊃，C1，C2β濯

一斎一一E阻c 匸

…
…

｝言
…

｝5

…

　 　 　 　 　 　 鉛 直変位 u2 〆似 阻 ）

図一4 最大鉛直変位 ue の 高さ方向分as（h！t＝D．7S，FO ．3）

各ベ キ 次 数 の変位係tW　Ui
（。）（x ）を節点変位係数 ulrnS と

変位係数関tw　Nlm］
（ξ）：ξmX1 （112）の 積 で 式（6）の よ う

に 仮定 し，未知 節点変位係数 の 支配方程式 と して ，要

素 に 分割 した 系 の 節点変位係数 ベ ク トル と
一

般化節

点 力 ベ ク トル と の 剛 性方程式 （連立 1 次方程式）を エ

ネル ギ
ー

原理 に よ り定式化 した数値解析手法で ある．

ミ
N

攤
倒
償

択
杓

厘

　 　 　 　 　 　 軸方向変位 uxtlPltE ）

図一5 最大軸 方向変位 Ux の 高さ方 向分布（htl＝O．75，　v＝O．3）

一
「

4 ．解析例 と精度特性

1） 解析系 ：等分布荷重を受ける単純支持矩形ば り

　厳密解 の あ る 境界条 件 の は り （端 面 がそ の 面内に 変

形 しな い ：両端面内点 の 軸直角方向変位 ≡ 0の 単純支

持）の 問題を解析す る．本問題は端面がそ の 面内に 変

形す る は り （中 立 軸位置 点 の み 鉛 直 変 位 ＝ 0 の 単純

支） の 問 題 に 比 し て、は りの 曲げ に伴う伸縮挙動 の 解

析結果 が 全 体 の 解析精 度 に大 き く影 響 す る 問題 で あ

る こ と か ら，各要 素の 比較 に適 した 系として 採用 した．

　図一1 の 等方性の 単純 ば りの 上 面 に 等分布荷重 p が

満載 され た 場合 を，本手法 の N 次 理 論 要素（N＝1〜3：

各 々 lst，2 皿 d，3rd と 略記）に 基づ く co連続性要素，　 cL連

続性要素お よ び C2 連続性 要素の 各 有 限 要素法 で解 い

た．同 時 に Bernoulli．Eulerの 古典 は り理論 に基 づ く有

限 要 素 法 IClassic諭 に よ る 解 析 を 行 い ，厳密 解

（Exact）u ）との 比較を通 じ て 精度 の 検証 を行う．
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2 ） デ ィ
ープビ

ー
ム （h！l＝ O．75）の 場合 の 精度特性

　まず，極端なデ ィ
ープ ビー

ム の 場合 の 精度特性を検

　 　 　 　 　 　 　 　 曲 げ応力 σ x・iP

図
一6 最大 曲げ応力 〔tU の高さ方向 分布 （h〆1＝O．75，v＝O．3 ）

証 す る ため．形 状比 h！l＝ O．75，ボ ア ソ ン 比 ソ ＝0．3 の は

りの 解析結果 を 図
一4か ら図 一8 に示 す，こ れ ら は C °，

cl，　 C2連続性 の 各要素 （図 中に は CO，Cl，C2 と表示）

に関 して 理 論 次数 ：1＞＝1〜3 （図中に は・lst
，
・2nd，−3rd と

表示 ） の 各々 の 解析 に お ける 変位 ・応力 の 高さ方向分

布 の 収束解で ある．

　図
一4，図

一5
， 図

一6 に
，
は りの軸直 角方向変位 Uz，

軸方向変位 Ux ，曲げ応力 Cha の そ れぞれ最大値を生ず

る 位置 で の 高 さ 方 向 分布 を 示 す ．
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根 岸 ：
一般化 高次 理 論 に 基づ くは りの 精密 化 有 限 要 索 法

　1 次理 論要素 （1st：高 さ方向 に 0 次
・
ユ次分布の み

考 慮） の 場合 は，（尹連続性要 素だけが，軸方向に 1次

分布の 場合 の み な らず，2 次分布以上 の 場合 と も，cl

連続性要 素 な ら びに C2連 続 性 要素 （各々 ，軸方向 に 3

次分布 と 5 次分布で ，こ れ らの 収束解はほぼ同
一

） と

異な り，そ れ ら よ り低精度な 解 を 与 え る ．

　2 次理論 要素 （2nd ：高 さ方向に 2 次 ・3 次分布 ま で

考 慮）な らび に 3 次 理 論 要 素 （3rd ： 高さ 方向に 4 次
・

5 次分布ま で 考慮〉の 場合 は各微係数連続性要素 （CD，
C1，　C2＞ と も，要 素の 細 分 化 に と も な い 各理 論次数 の

要素 ご と に，厳密解 に近似 した収束解 を 与 え て お り，

こ れ らの 収 束解 の 精度 は 理 論次数の 増加 （2nd →3rd）

に 伴 っ て 向上して い る．ま た，同
一

の 微係数連 続 性要

素 ck （k＝O，1，2） に お い て ，理 論次 ta　N と 要素分割数

ne の 組 み 合 わせ に よ っ て 決 ま る 全 自由 度fを ほ ぼ 等 し

く採 っ た 場 合 の 解 の 比較 で は ，理論次数 N が 1st→ 2nd

→3rd と 高次 化 す る の に 伴 い
， 解 の 精度 が 飛 躍的 に 向

上 す る の に対 し，同 じ理論次ta　N の 要素で，変位連続

性 ckの 階数 k と 要素分割数 ne の 組み 合わせ に よ る，

ほ ぼ同 じ全自由度 f の 解 の 比較 で は，変位 の 微係数連

続性 階数 k な らび に co 連続性要素で の 軸方向分布次

数 m ＝1〜M が変化 して も，各微係 数 連 続性 要素 （co，　Cl，

C2） が ほ ぼ 同 じ精度 の 解 を 与 え て い る ．こ れ らか ら，

デ ィ
ープビーム の 場合 は，ほ ぼ同等 の 全 自由度の 要素

分割モ デル に 関す る 比較 で は，軸方向直線 分 布の 要 素

も含め 変位係数関数 の 微係数連続性階数 k の 高階化

（C°→ Cl→ C2）は解 の 精 度 向上 に ほ と ん ど寄 与 しな い

の に対 し，理 論次数 N の 高次化 （lst→ 2nd→3rd）は精

度向上 の 支配的要 因 に なっ て い る と言 え る 。

　 図
一7，図

一8 に せ ん 断応 力 Cbe と高 さ方向垂 直応力

α ， の 各最大値が生ず る 位置で の 収束解 の 高さ方向分

布 を示 す ．こ れ らは，上 述 の 変 位 Uz，　 de お よ び 曲 げ応

力 on に 比べ 解析精度が低下す る，こ の ため，一般化高

次 理 論（GHT ）に お い て は，比較 的 良好 な 精度 で 求め ら

れる 曲げ応力 と の つ り合 い と，上下表面で の 応力境界

条件 を満足 させ て ，高 さ 方向応 力 成 分の 2 次的修正 解

を 得 る 「つ りあ い 法」
星1） の 適用 に よ り飛 躍的に 改善 さ

れ た 解 を得 て い る
］｝．本有限要素法の 解析結果 もそ う

し た 精度低 下 の 傾向 を さ らに 顕 著 に 示 す た め，こ こ で

は 「つ りあ い 法」 の 手法用 い た 修 正 解（．eq の 添字で 表

記）も 併せ て 求 め た ．

　図
一7の せ ん断応力σヒ， の 結果は，変位

・
応力の すべ

て の 成 分 中最 も低精 度 の 解 とな っ て お り，3 次 理 論 要

素（3rd）に よる 収束解 に お い て も，上 ・下 表面 で の 自由

境界条件 を乱 し，荷重 載荷 面 で あ る 上 表面近 傍 で は 厳

密解 か ら大 き く離れ た 分布 を 示 し て い る．なお こ の

ミ
M

臆
趨
暹
校
榔

範

　 　 　 　 　 　 　 　 垂 直応力 σ 加

図一8 軸直角方向垂直応力 an の 高さ方向 分 布 （htl＝O．75，　v ＝0．3 ）

傾向は ， さ らな る 理 論次数の 高次化 を 図 っ た 4 次 （4th），

5 次理 論要素 （5th）の 採用 に よ り，徐々 に 改善 さ れ る も

の の
， そ れ らで も 未だ厳密解に収 束 した 解 に は至 っ て

い な い こ と を付記す る．

　他方 「っ りあ い 法 」 に よ る 修正解 は，厳密解 の 周 り

に大 き く変動 し，逆 に 精度 の 悪化 した解 とな っ て い る ．

こ れ は ，上 表 面 で の 自由 境 界 条 件 の 大 き な乱 れ を，強

制的 に 打ち消 した弊害 が 現れ たもの と解釈 で きよう．

しか し な が ら こ こで も，理 論 次 数 の 高 次 化 （1st〜 5th）

に 伴 い 解析精度は 順次向 上 し て い る こ と は 確認 で き

た．

　図
一8 の 高さ方向垂直応力 th は，理 論次数 の 高次化

に と も な う精度 向上 性 が 良好 と い え る ． cQ
，
　cl，　C2 の

各連続性 要 素 と も ．1次 理 論要素解 （lst）は 直線分布 で

あ り，2次 理 論 要素解 （2nd）は 3次曲線分布 で 改善さ

れ た 分布 と な っ て い る が，と も に 上 下 表 面 の 応力境界

条 件 を乱 し不十分 な 解で ある，しか し，3次理論要素

解 （3rd）の 5 次分布 で は ほ ぼ 厳密解 に収 束 して い る ．

　 な お Cin の 「つ りあ い 法」に よ る修 正 解 を 2次理 論要

素解 （2nd）に つ いて み る と，　ci連続 お よ び C2連続性要

素 の 修 正解は，著 しく精度が向上 し厳密解 に 収束 して

い る．これ に対 し，co連 続 性 要素 の 修 正 解 は，上 下 表

面で の 境界 値 ：．1，0 を 結 ぶ ほ ぼ直線 の 分 布 を 示 して お

り，精 度 の 改 善が み られ て い な い ．
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こ れ らよ り，デ ィ
ープ ビー

ム の 場合 の 「つ りあ い 法」

に よ る 高 さ方向 の 応力 の 修 正 は，（J。、 に 関 して C1連 続

お よ び C2 連続性要 素で は 有効 で あ る が，　 co連続性要

素で は 効果的 で な く， σhz に 関 して は何れも，むしろ

精度 悪 化 につ な が る と言 え よ う．

3） ス レ ンダービーム （h！l＝O．01）の 場合の 精度特性

　 本有限要 素法な らび に そ の 基盤 とな っ て い る
一

般

化高次理論 は，元来，は りの 古典理論さら に は低次 の

せ ん断変形 理 論 で の 解析が困難な，デ ィ
ープ ビーム な

い しは これ と等価な，高 さに 比 して 短距離で 変動す る

荷重 を受け る は りの 解析を主 眼 と して い る が，そ れ ら

は ス レ ン ダービーム に 適用 し た 場合，解析 精度 上 の 問

題 を 生 じな い こ とが 必 要で あ る．す な わ ち，ス レ ン ダ

ーか ら デ ィ
ープに 至 る広 範な 形 状比 ・荷重 周期 の は り

の 精密な 解析手法の 開発 を 目指す観点か ら，こ こ で ス

レ ンダーな は りの 例 と して，形 状 比 htl＝O．01，ボ ア ソ

ン 比 ソ ＝ 0。3 の はりの 解析精度の 検証 を行 っ た．

　 図 一9 は 鉛直変位 Ux に つ い て ，最大値 を 示 す 位置 で

の 高さ方向 分 布 を 示 して い る．　 各曲線 は軸方向 に直

線 （1次）分布 の 変位係数関数 を 用 い た co 連続性要

素 （0 （x
’

）），軸方向 に 曲線 （2 次以 上 高次）分 布の co

連 続 性要素 （図中で は CO の よ うに 表記） お よ び び 連

続性 要 素 な ら びに C2連 続 性要素の 各々 1次（lst），2 次

（2nd ），3次理論要素 （3rd）に よ る収束解 を示す．

　 こ の 場合 は 厳密な 分 布 が 古典理 論 解 の た わ み に 等

しい
一

定値 にな る が，軸方向 に曲線 （2 次以上）分布

の 0 連 続性要素（び）お よ び C1連 続 性要素な らび に C2

連続性要 素 の 収束解 は互 い に等 しい 値 と な り，1次理

論 要 素 解 （lst）は 厳 密 解 の 90％程 度 の 過 小 な 値 を 示 す

が ，2 次理論要素解（2nd）で は厳密解 に
一

致 して い る ．

　 こ れ らに対 し，軸方向 に 直線 （1 次） 分 布 の 変位 係

数関数を用 い た び 連続性要素に よる 解 （co（xl ））は，

ユ次 理 論要 素解 も 厳密解 の 80％程度 とか な り の 誤差

を含 ん だ 過 小 な 値 しか 与 え ず，理 論次数の 高次化 に 従

い，よ り過 小 で 劣 悪 な 精度 の 値 を与 え るよ う に な る こ

とか ら，ス レ ン ダ
ービー

ム へ の 適用 に は 大 き な 問 題点

を抱 え て い る こと が わ か る．

　 こ の 点 を 改良す る 目的 で，開 発 した の が 先 に 示 し た

Greimanll−Lynn の 平板曲げの せ ん 断変形理論要素 の 修

正 法 を，は り に 用 い た 要 素 （び（G−L））で あ る．こ の 要 素

は 上 述 の c°

の要素 と 自由度 が 同 じで あ りな が ら，軸方

向 に 曲線分布 の co 連 続 性 要素（co（．
2
））の 性 質 を 具備 し，

こ れ に よ る 結果 は C1な らび に C2連続性要 素 と も 同 じ

く，2 次 理 論要素で 厳密解 に 収束 した 分布 を 与 え る よ
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図
一9　最 大鉛直変位 ux の高さ方向分布 （h！l＝O．Ol，　VtO ．3）

う にな り，改良の効果が 現 れ た も の とな っ て い る．

　 図
一10 に は，せ ん 断応力 dn に つ い て ，最 大 値 を 示

す位置で の 高 さ方向分布 を 示 し た．こ れ らは 軸方向に

曲線 （2 次〜4 次）分布 の 変位係数関数を用 い た 0 連

続性要素および C1連続性要素ならびに C2連続性要素

の，各 々 2次理 論 要 素（2nd）に よ る 収束解を 示 す．さ ら

に 比 較 の た め に，こ れ ら び 連 続 性 要 素 お よ び cl連 続

性 要素 の 解 の 「っ りあ い 法 」 に よ る 修 正 解 （ci−eq ，

coの 一eq ） の 分 布，な らび に 古典的平均せ ん 断応 力 に

等 しい 値を 0 （x
’

〉
−1st与える ce 連続性 の 1次理論要素

0 （。
・

）−lstの 結 果 を付記 した．こ れ らの 2 次 理 論 要 素解

にっ い て の 精度特性を以下 に記す．

各 cG 連続性要素の 解は，軸方向 に 逐次高次 の 変位係

数関数 を採用 し て い く に 従 っ て精度 が 向上 し ，
こ こ に

は 示 さな いが 1次分布変位係数関数要素 coの 一2nd の

解 は逆符 号 す な わ ち 正 の 値 と な り，図示 の 2次分布

♂げ）
−2nd で は 非常に 大きな値しか与えな い が，3 次分

布 0 （。
3
）
−2nd で か な り厳 密 な 分布 に 近 づ き，4 次 分 布

ぴ（め一2nd で は 厳密解 に収束 して い る．

　C ，

連 続性要素 は こ の 2 次理論解 で か な り厳密解 に

近 い分 布とな っ て お り，び 連続性要素は こ の 2 次理 論

解で 厳密解 に 収束 して い る ．

また 軸方向 3 次分 布 の 0 連続 性要 素 な らび に び 連
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根 岸 ：
一

般 化 高 次 理 論 に 基 づ く は りの 精 密 化 有 限要 素 法

続性要 素 の 各 2 次理 論 要 素解 の 「つ りあ い 法 」 に よ る

修正 ne　co（xl ）−eq −2nd，　C1−eq −2nd も 厳密解 に収束 した解 と

な っ て い る．

　なお こ こ に は示 さ れ て い な い が，軸方向に 1 次．2

次分 布 の 変位 係 数 関 数 を用 い る C°
連 続 性 要 素 （co 

coαz
））の ge（te を 「っ りあ い 法 」 で 補正 した も の は，非

常 に 小 さ な 値の ，低精度な 分布 しか 与えな い ．

　一般 に，ス レ ンダービーム の 場合 には 、高 さ 方向応

力au ，Gxx の 双 方 に 関して，軸方向 に 3次分布 以 上高

次 の 変位係数関数 を 用 い た cD 連続性要素（cO（x
・

）
一一）お

よ び C1連 続 性要 素な らびに C2連 続 性要 素に よ る 解 に

関 して は 「つ りあ い 法」の 適用 で精度改善が 図れ る が，

軸方向 に 1 次な い しは 2 次分布 の び 連続性要素の 解

は 「つ り あ い 法 」 に よ っ て も 容 認 し うる 修 正 解 は 得 ら

れな い と 言え る ，

　 以 下 に，こ れ ら の 数 値 例 以 外 の 結 果 も含 め，ス レ ン

ダ
ービー

ム の 解析 に お ける 理論次数 の 高次化 に よ る

高 さ方 向分 布 の 高次化 と精度向上 の 関 係 を，各 成分 ご

とに示 す．

　 まず，軸方向 に 3次分 布 以 上 高次 の 変位 係 数関 数 を

用 い た び 連続性要素 （co（xl 〜））お よ び C1連続性要素

ならび に C2連続性要素 は ほ ぼ同様 の 精度特性 を示す．

こ の う ち，高 さ方向に 直線 分 布 な い しは 一定 値 しか 与

えな い 1 次理 論要素（lst）は，ほぼ直線分布 の 曲げ応力

Oli　t に 関 して は，曲 げ モ
ー

メ ン トの 解 の 精度 と 等価で あ

る こ と か ら厳密 な 分 布 を与 え るが ，厳密解 に もほ ぼ
一

致す る 古典 は り理 論 の 2 次放物線分布 の せ ん 断 応 力

thz や ，3次 曲 線分 布 の 高 さ方向垂 直応 力 en も表せ な

い こ と もあ っ て ，性 能 的 に 不 十 分 で あ る ．

　しかし 2 次理論要素（2nd）で は，著しい 精度改善がな

され 変位 Ux，　 u 、 に 関 して は，ほ ぼ厳密な 分 布 （こ こ で

は古典理 論解 も一
致） に収束 した 分布 が 得 られ る ．そ

の 結果 3 次 理 論要 素解（3rd）も こ れ らの 良好 な 精度 の

解か ら動か ず，2 次理論要素解 と の 差は ほ と ん ど ない ．

　 な お，高 さ方 向 応 力 伽 ，thz の 結果 は，2次 理 論 要素解

で も厳 密解 と の 問 に わ ず か に 誤差 を 示 し，3 次理 論要

素解 で 厳密解 に 収束 し て い る．

　他 方 ，co連 続 性要 素 で 軸 方 向 に直 線 （1 次）変化 の み

の 変位係数関数 を用 い た も の （co〔。 且

））は，理論次数 の 高

次化 に 伴い ，軸直角方向変位 u。が前述の よ う に 過小 に

な っ て い き，せ ん 断応力 Cin に 至 っ て は 符号 さ え一
致 し

な い等，す べ て の 成分に関 して，よ り劣悪な解を 与え

る よ う に な る ，

　また ，co連 続 性 要素で 軸方向 に 2 次曲 線 変化の 変位

係数 関数 ま で を用 い た も の （♂（。
2
）） も前者よ りは 改良

され る も の の ，理 論 次 数 の 高 次 化 に伴 い ，非 常 に過 大

な 高 さ方 向応 力 Che，　 CEx を 与え る よ う にな る ，さ らに ，

こ れ らの 「つ りあい 法」に よ る修正 解 も 前述の よ う に，

容認 し得 る 値 を与 え る も の で な い た め．co連続性要 素

で 軸方向 に直線（1 次）分 布，2 次曲線分 布 の変位係数

関数 を 用 い た も の を ス レ ン ダービー
ム の 解析 に 用 い

る こ と は 適切で は な い ，

　 そ こ で，co連続性要素 で 軸方向 に 低次 の 変位係数 関

数 を用 い た 要素 で ，こ れ らの 弊害 を 除去 し有意な解 を

得 る に は，Greimann−Lynn の 仮定 に 基づ き，要素内せ

ん 断変 形 変
一

定 の 仮定 を取 り入 れ て 変位係数 関 数 間

の 従属性 を もた せ，自由度 を 上 げず に，ス レン ダービ

ーム に お け る せ ん 断変形要素 の 精度低下 を 回避 し た

要素を（cO（G．L））用 い る こ とが 有効性を発揮す る ．

　 こ こ で 図 は示 さな い が，解 析 の 全 自 由 度 を そ ろ え た

場合 の 各種 2 次理 論要素解 の 比較 に つ い て 付記して

お く．

　等分布荷重 を 受け る 単純 ば りの 対称性を用 い て 半

系解析 を し た 場 合，ス レ ン ダービーム の 解 析 にお い て

は，まず，C2．2nd 要素で は，上要素で ほ ぼ厳密解 に
一

致 した 解 （す な わ ち C2−3fd要 素解 と も
一

致 ）を与 え て

い る ．

　 こ の と き の C2．2nd 要素の 自由 度 と ほ ぼ同 じ 自由度

の 他 の 各 種 要素で解析 し た 結 果 の 精度 を 2次理 論 要 素

解 に つ い て 比較す る と．次の ような こ とが指摘 で き る ．

　 C1−2nd 要素解 で は，変位 Uz ．　 Ur の 解 は ほ ぼ C2−2nd

要 素 の 解 と等 し く 良好な 精度 に な っ て い る．しか し，

Um の 原解 が 劣悪 な解 と な っ て い る の を は じめ ，他 の 応

力 成分 も 〔」u ．（in の 順 に 過 大 な 値 と な る ．な お．こ れ

らの う ち 高 さ 方 向 応 力 成 分 （fU 、σ tt は 「つ りあ い 法 」

に よ りかな り改善された分布が得 られて い る，

　 ま た （尹一2nd 要 素の 解群 で は，前 述 の よ うに変位 関 数

が 1 次関数 の み の 場合の 精度 は （co−3rd 要素 の 解 で も

同 じ く）劣 悪 で ，2 次関 数 を 用 い た も の も精度 が 悪 い

が， cl連続要素 と 同次数 の 3 次関数を 重 ね 合 わ せ た

も の は精度 改善が な さ れ，4 次関数 お よ び C2連 続 要 素

と 同 次数 の 5 次 関 数 ま で 重 ね 合 わ せ た も の は 厳密解

に 近 い値 を 与え る．

　 こ れ らの 結 果 か ら．デ ィ
ー

プ ビ
ー

ム に は高 さ方 向分

の 高次化す な わ ち 理論次数 の 高次化 が 有効 で あ っ た

が，ス レ ン ダ
ー

ビ
ー

ム に は，軸方向の 変位係数関数 の

高次化 す な わ ち 変位係数関数 の 微係数連続性 の 高階

化 （co→C1→C2）や co 連続性要素で の変位係数関数

の 高次化が 有効で あ る と 言 え る ．

　す な わ ち び 連 続性 の 変位関数 の 場合，1 次 分布 の み

ある い は 2 次分 布 を 重ね 合 わ せ た要 素で は，高 さ方向

応 力 の 解 を 中 心 に．要 素細分化 を進 め 解析 自 由度 を 上
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げて 得 られ る 収束解 も劣悪な 精度 の もの で しか な い ．

　 こ の 場 合 は 高階微係数連 続 性 は 無 視 し て 形 式 的 に

で も高次分布 の変位係数関数を 重 ね 合 わ せ る こ とが

有効 で 、4 次分布、5 次分布の 関数 を 重 ね 合 わ せ る こ

と で 厳密解 （こ の場合 は 古典理 論 解 も 同 じ） に
一

致す

る 収束解が得 られ る こ と がわ か っ た，

　 こ れ ら高 さ方向 ・軸方向双 方の 高次化 の 結果 を総合

し，ス レ ン ダービーム を 高次要素に よ り解析 し厳密解

に
一
致 した解を得 る た め に は ， 高 さ方向に は 2 次理 論

な い し は 3 次理 論要素 で，軸方向 の 変位係数関数 と し

て は Pt連続性要素か ，　 co連続性要素で あれ ば 4 次 な

い しは 5次分布変位係数成分まで 重ね合わせ た要素を

用 い る こ とが 必 要で ある こ とが わ か っ た．

5 ．結 　書

　本 論 文 で は，著者 ら の 提 案 に な る，は りの 精 密 解析

理 論 で あ る
一

般化高次 は り理 論（GHT ）の 考 え 方 を，は

り曲げ解析 の 有限要素法 に 応 用 した 2 次元 は りの 各

種精密化有限要素法（FEM ）を 開発 し，厳密解 の あ る 問

題 の う ち，上 面 に 等分 布荷重 を 受 け，面内に 剛な 端面

を支持 さ れた単純 ば りの 解析 を通 じて ，そ れ ら の 基本

的解析精度特性 を検 証 した．

　 こ こ で ，得 られた結果を以 下 に列挙す る ，

  は りの 変位 ・応 力 に 関 する 2次元弾性論 の 厳密解 を

目標値 とす る FEM を構築した ，

  1 次理 論要 素は 0 連続性 要 素（軸方向曲線変化 を考

　慮の もの ），cl連続性要素，
　C2連続性要素 と も せ ん

　断変形理論要素 レ ベ ル の 精度 を 有 して い る．

  2 次，3 次理論要素は順次精度が向上 す る．

　◇ デ イ
ープ ビーム （hfl＝0．75）の 場合 ：

　　 ◎理論次数 の 高次化 に よ る 高 さ方向分布仮定 が

　　　 重要 ，

　　◎び （軸方向 3 次分布以上 考慮 の も の ），C1，　C2連続

　　　性要 素と も 3 次理 論 要 素で （（lxz以 外）厳密解 に

　　　収束，

　◇ス レ ン ダービーム（h！l＝0．Ol）の 場 合 ：

　　 ◎変位係数 関数 の 高次化 に よ る 軸方向分布仮定

　　　 が 重 要．

　　 ◎ 0 （軸方向 3 次分 布以 上 考慮 の も の ），cl，　C2連

　　　 続性要素 と も 2 次理 論要素で 厳密解 に収 束．

　　 ◎軸方向直線分布 の 0 連続性要素だけは逆 に精

　　　 度が悪化．

  co 連続性要素 の 軸方向分布高次化 の 効果 ：

　　　変位 us ，u 、 と 曲げ応力axr の 精度改善に は有効，

　　　高 さ方向応 力 Ch、z ，Um の 精度 改善効果 は 薄 い ．

  微係数連続階数の 高次 化 の効果 ：

cl，　C2連続要素は，ほ ぼ 同 等な精度特性 を 示 し ，ス レ

ン ダーか らディ
ープ へ の 広範囲なは りに 有効．

  変位 の 従 属 性 （要 素 内一定 せ ん 断 歪 Tx、” ＝ 0）の 仮定 ：

　　ス レ ンダービーム の co要素で ，co（■
J

）要素を co（κ
ユ

）

　　要 素 の 性能 へ 改 善す る 効 果 を も ち有 効 ．

  「つ り合 い 法」 に よ る高さ方向応力σ 。、 ，σ 。． の修 正 ：

　　ぴ 要素（ディ
ープ ビー

ム の 高 さ ・軸方向高次化要

　　素除く）で は効果 的 で は な い が ， C ］

，C2要素で 有

　　効性 を発揮．

　さ ら に，デ ィ
ープビーム と ス レ ン ダ

ービーム の 解 の

精度特性 を 総活す る と，い か な る 形 状比 hftの は りに

対 して も 良 好な 解 を得 る た め に は 、高階微係数連続性

を有す る C2連続性要素を用 い る か，ある い は co連続

性 要素で あ れ ば 軸方向に 4 次な い しは 5 次分布 の 変位

係数 関 数まで 採用 した要素，低次 の 変位係数 関数 に は

Greimann −Lynn の 仮 定 を 導 入 した 要 素と し，高 さ 方 向

に高次分布の 変位係数関数 ま で 採用 す る 2次 理 論要

素 さ ら に は 3 次理 論要素の よ うな 高次 理 論要素 を用

い る必 要 性が あ る こ とが 示 さ れ た．

　本研究 に よ っ て ，厳密化 と 精密化 の 図 られたは り曲

げ解析 の 有限要素法 （FEM ） が 構築され た と 同時 に，
一

般化高次理論 （GHT ） の 有用化が図られた．
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