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Abstract

　 Random　 numbers 　with 　t｝1e 　unifor 皿 distribution　on 　［0，1］　is　often 　 used 　重n 　co 皿puter 　simulatiQns 　such

as 　the 　Monte　Carlo　Method．　 And　in　computers ，　 such 　pseudo　random 　numbers 　 are 　 made 　by　 a　O，　lbits　sequence ，

In　this 　paper ，　we 　discuss　about 　the 　optimal 　method 　of 　generating 　the 　pseudo　random 　numbers 　from　a 　result

of 　finite　number 　of 　honest　coin 　tossing
−一一一i．　e ．　random 　O，　I　bits　sequence ．

　　We　introduce　at 　first　two 　distances　d1（Dl，　D2），d2（D1，　D2）　in　natural 　way ，　where 　D1，　D2　are 　しwo 　（discrete

or 　cQntinuous ）　distributions　on 　［0， 1］，　and 　then　find　the 　 opt 　imal　method 　fDr　generating 　random 　 numbers

in　terms 　of 　dl　and 　d2　from　honest　coin 　tossing ．

　　Finally　we 　can 　show 　that 　the 　optimal 　method 　in　terms 　of 　dl　is　also 　opti 皿 al 　in　ter皿 s 　of 　d2．

1 ．は じめに

　本論 文 で は 「理想的な コ イ ン を何回 か （有限回）

投げ る とい う試行 か ら、［0，1］ 上 の
一

様分布 に なる

べ く よ く し た が う （擬 似 ）乱 数 を 発 生 させ る に は ど う

した ら よ い か 1 とい う問題 に つ い て考察す る。す な

わち、「コ イ ン 投げ （i．e，ラ ン ダム な ビ ッ ト列 ）か ら

擬 似 乱 数 をっ く る 最良 の 方法」 に つ い て 考察す る。

　以 下 で こ の 問題 が 出 て きた 背景 に つ い て 述 ぺ る。

（背景 1 ）

　 ［0，1］上の
一

様分布 （以下、「一様分布 1 とい う場

合は ［O，1］上 の
一

様分布 を意味す る も の とする）はモ

ン テ カ ル ロ 法などの 様 々 な コ ン ピ ュ
ー

タ シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン に 用 い られ る基本的な確率分布 で あ る。一
様

分布以外 の 確率分布 を 用い る揚合 も、基 本的 に は一

様分布 を用 い て つ く る こ とが多 い
ω （5）　CT）。そ の 意味で

一
様 分 布 は シ ミ ュ レ ー

シ ョ ン を行 うの に 基 本 的 な確

率分布 で ある。

　 しか し、シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン で 用い る
一

様分布 に し

た が う乱数 を コ ン ピ ュ
ータ で 発 生 させ る こ と は簡 単

で は なく、よ い
一

様分布 に し た が う乱数 の 発生 は シ

ミ ュ レ ー
シ ョ ン を行 うに は 重要 な技 術 とな る。

　 コ ン ピ ュ
ータ 内で

一
様分布 を発生 させ る 際 に は、

何 らか の 離散 シ ス テ ム （例 え ばあ る メモ リ内 の O ，

1 の ビ ッ ト列 等） を も とに （擬似）乱数 っ く る こ と

が 考 え られ る。そ の 際 に は、例 え ば メ モ リ内の ビ ッ

ト列 が 「OllOllOOI で あ れ ば単純 に （0．　Ol101100） 2

（整数部 「0．」 を頭 に つ け、2進数解釈す る）＝

表壕 場 辱
一… 42・87・ を 騰 候補 とす

る、と い うよ うにする こ と が 自然 で あ るが 、これ で

確 か に 、ラ ン ダ ム な 8 ビ ッ ト列 の 情報 か ら得 られ る

一
番 よ い

一
様 乱 数 近 似 に な っ て い る か 、と い うよ う

な議論 は ほ とん どなされ て い な い。

　 〔本 論 文 で は 、こ の 方 法 は あ る意 味 で 最 適 で は な

い こ とが 示 され る （定理 1））

　ま た 、従来 の 話 題 の 多 くは 「ど の よ うに して 、決

定論的な過程 か ら
一

様乱数 に 近 い 数列を発生 で き る

か ユ に重点が お か れ て い る。例えば、整数 a，b，　m，　X。

を 適 当 に 定 め て 、X
。 樋

＝ aX
。
＋ b （modm ）、に よ

り （0 〜（m
−D の 範囲 の ）整数 の 擬似 乱 数を発 生 させ

嵜（。 ・ 1，・，・，…）を （擬 似 ）
一

様 騰 とす る （・，hmer

法）、等が ある
・・）（・・

． こ れ も藩 〜撃 が ラ ン

ダム に で た とき、それ らを自然 に そ の まま一
様乱

数 と 見る の で あ っ て 、m 個の 数 の 集合

｛＆，k，　f ，…，
』
鶚
L　｝の 値を と る離散確率変数 X

（た だ し P［X＝k／m ］＝1／皿，k＝0，1，．．，m −1）が あっ た ら、

そ の 後 どの よ うにす る の が 本 当 に 正 確 な
一

様乱数を

得 る 方法か、等 につ い て の 議論 で は ない 。

＊福 島工 業高等 専門学校　 電気工 学科 （い わき市平上荒川 宇長 尾 30）
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　正 確な ラ ン ダム ビ ッ ト列 発 生 後 の
一

様乱数生 成 に

　 つ い て 数学的 に抽象化すると、当初示 し た問題が

　 で て く る。

（背 景 2 ）

　まず、正 方形と円 に よ り円 周率 π の 値 を 推定す る

モ ン テ カ ル ロ 法 を考 え る （2＞  16）（8）。こ れ は
一

様分布 に

し たが う 2 つ の 乱数 x，y をとり、点 （x，　y）を正 方形

［O，1］2
に ラ ン ダム に ば ら まい た 点 と見 る。こ の よ う

に して n 個 の 点を正 方形 内 に ラ ン ダム に ば らまき、

そ の うち内接円内 に 入 っ た点を数えそ れ が m 個だ っ

た と き、・ ≒
一
無 で 推 定 す る も の で あ る。

　 こ こ で、こ の モ ン テ カル ロ 法 は F乱数 （
一

様分布

に した が う乱 数 2n 個 ） の 情 報 が π の 値 に 関 す る近 似

情報 に 変換 された 」 と見るこ とが で きる。

　 さて、そ れ で は、こ の 場合 どれだ け の 情報量が ど

れ だ けの 情報量 に変換 され た の で あろうか、と い う

よ うな議論を し よ うとす る と次 の よ うな壁 に つ き当

た っ て しま う。

　 もともと、真 に 正 確な
一

様乱数 1個 は、無限 の 0，1

列 の 集合 ｛・，1｝
°°

の 螺 で ・・ も ・ も確 率 t で 出

現 し て い るもの と考 え る こ とが で きる か ら、。 。 ビ ッ

トの 情報をもっ て い る。

　実際 、 例 えば 、
正 確 な 乱 数 1 個 を 2 進数表 現 し

、

次 の 無限長 ビ ッ ト列が 得 られ た とす る。

0．10101101001010100101010100011110101 …

これ を 、 例 え ば 10 ビ ッ トずつ 区切 っ て 、

0．1010110100110101001011010100011111G ユOl…

と し て 、 xl ＝（0．　IGIO110100 ）2，
　x 　

2
＝ （O．1010100101 ）2，

x 　 3
＝（0．01elOOOIII）2，

…
　と い うよ うにす る と、い

くつ もの （
一

様分布 に し た が う〉擬似乱数 が得 られ

る （区切 り幅 を 10 ビ ッ トで な く 20 ビ ッ ト、ある い

は そ れ 以 上 に増や せ ば よ り精度 の よい 擬 似 乱 数 が得

られ る）。

　 こ れ らを 用 い れ ば、「一様分布 に した が う乱 数 1個 」

か ら、無 限 個 の 非常 に よい 擬 似 乱 数 をつ くる こ とが

で き、したが っ て、モ ン テ カ ル ロ 法 に よ りい く らで

も よ い π の 近 似 値 が得 られ る こ とに な る。

　 し た が っ て 理論的に は、「一様乱数 に した が う確率

変数 の 実現値 1個 の 情報量 は 無限大 で あ る か ら、乱

数 1 個 で 、モ ン テ カ ル ロ 法 に よ りい くらで もよ い π

の 近似情報 を得 る こ とが で きる」 とい うこ とに な る。

　 正 確な
一

様 乱 数 と は、こ の よ うに 非 常 に多 く の 情

報量を持っ もの で あ り、人間の 力 で は正 確なもの は

発 生 で き な い も の と考 え られ る。

　 つ ま り［O，ユ］上 の
一

様乱数を情報量 の 基本 に と っ

て は 「乱数情報 が π の 値 に 関す る 近似情報 に 変換 さ

れ た 」 と い うよ うな見 方 で の 様 々 な解 析 は で き な く

な る。

　そ こ で 、「理 想的な コ イ ン 投げ」 を基 本 的 な情報 と

み て、「コ イ ン 投 げ （n 回）」 → 「0，1 の n ビ ッ ト列」

→ 「
一

様 乱 数 の 近 似 J → モ ン テ カ ル ロ 法 に よ る π の

近似、とい うよ うに 考 えれば、も と も と の 情報 量 も

Shannon の 情報理 論 ω  
で 計量 す る こ とが で き、上 記

の よ うな情報 量 的解析 も可 能 とな る と考 え ら れ る。

　 そ れ で は 、有限圃の コ イ ン 投げ か らど の よ うに
一

様 乱 数を生成す る の が 最 も よ い 方法 な の か 、と い う

問 題 が 出て く る。こ れ は、離散分布 と速続な
一

様分

布 との 関係を明 らか に す る問題 で あ る。

　 以 上 の よ うに 当初 に示 した問題 は 上 記 2 つ の 背景

をもっ た問題 で ある と見 る こ とがで きる。

　特 に背景 1 で は、標本空間の 大 き さが 大 き くな れ

ば、一
様乱数 生 成 が 最適 か どうか は あま り問題 に な

らなくなる が、背景 2 の 情報理 論的考察をす る 際に

以 下 の 議論 が 解析 の 基 礎 に な る と考 え られ る。

　本論文 の 目的は、以上 の 問題 に対 して あ る程度 の

解答 を与 え る こ と で あ る。

　それ に は、ま ず 「あ る離散分布 が一
様分布 に 近い 」

と い う概念を厳密 に 定義 し、その 上 で、 n 回 の コ イ

ン 投げか らな るべ く 「一様乱 数 に近 い 」分布 を得 る 、

とい うよ うな 議論 が 可能 に な る。

　 以 下 2．で は、2 つ の 確 率分布 に 対 し て 近 さの 基準、

す な わ ち 2 つ の 確率分布 D1，　D2の 「距離」 2 種 類

dl （Dl，D2）と dl （D1，D2）を定義す る。こ れ は 、離散

的 な 分布 と連続的な 分布 の 間 で もそ の 距離が 計 量 で

き る も の で な く て は な ら な い。

　 3．で は 、確率空間の 要素数を
一

定 k に し た 場合、

どの よ うな離散分布 が、距離 dLの 意味で
一

様乱 数 に

最も近 くな るか 、に つ い て 結論 を 導 く。

　4．で は、同様 に 距離 d2 の 意味 で、どの ような離散

分布 が
一
様 乱 数 に最 も近 くなる か、に つ い て調 べ る。

　ま た、こ の 結 果か ら 厂コ イ ン 投 げ か ら距離　d1 の

意味 で最適な離散分布 を得 る 方法は 距離 d2 の 意味で

も最 適 な 離 散 分 布 を 得 る 方法 に な る 」 こ とが 示 され

る。

2 ，2 つ の 分布の 距 離

　以 下 PD ［A ］で事象 A の 分 布 D に お け る確率 を 表 す 。

・ 一 分布・ 〔
XI

　
X2

　・■．　Xk

PI 　P2 …　 Pk 〕・ …

こ れ は Fig．1 の よ うに、　 PD匸X＝Xi ］＝Pl

（i ＝1，2，．．，k）とい う離散確率分布を意味する。
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　 Fig，1　An　 exa 旧ple　of 　 a　discrete　distributien　D

当然 なが ら、Σ Pi ＝1 とな る。

　今回 は、［0，
1ユ上 の

一
様分布 との 比 較 をす る こ とが

目的で あ るか ら、0 ≦ x1 〈 x2 く ，．．く xk ≦ 1　を

仮定 し て お く。

　Dzと D2を 2 つ の
、 区 間 ［0， 1］ 上 の 確率分布 とす

る。こ の とき 2 つ の 分布に 対 し て 、距離 d
、 （D ユ ，D2）、

お よ び 、距離 d2 （Dl，D2）を次で 定義す る 。

　これ らが 数学的な 距離に な る こ とは 後 に 示 され る。

【定義 1 】（d1 ，
　d　

2 ）

（1）F1 （x ），F2 （x ）を そ れ ぞ れ D1，D2 の 分布関数 とす る 。

・
、 （・、，・、・判 ｝・

、 （x・
一

・
、 〈x）1・dx

（2） d2 （Dl，D2）＝　sup ｛d ［a．b｝ （DpD2 ）｝
　 　 　 　 　 　 　 　 　［a，b】⊂ ［O，ll

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 def

　　た だ し、d ［。，b ］（Dz，D2）＝

　　　　　　1pDi　［匚a，b］］　
− pD2　［［a，b］］　［

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 囗 （定義 D

以 下 で 、U は （［O，　1］上の ）
一

様分布 を 意味す る も の

とす る。

〈 ・… 〉 こ 一 賠 〔均 ・
一
・
一
・・

Fig．2　The　density　functions　of 　U　and 　Dex

　 Fig．3　The　distributlon　functions　of 　U　and　Dex

・
、
（U ，・D。i ＞

一 … 3．の ・ つ の 三 彫 の 面積 の 和 一蓄

・
、 （U，・D

，x ）
一

… ｛量 ，号赫 去｝一 号

・
， （u，Dex）− 9 で あ る ・ と瞰 の よ う1・示せ る．

A＝｛［a，bユ；［a，　bコ⊂ ［O，　1］｝を次 の 6 パ ター
ン に 分類す

る。

A
、
・｛［・， b］1・≦・＜ b＜÷｝

・
、

・｛［・，b］・・≦ ・ ≦t く b＜ 号｝

ll：［il：瞭纛 評
≦ 1｝

・
，

・｛［・
，
・］・t〈 ・ ≦号く b≦ 1｝

・♂ ｛こ・， b］・号く ・ 〈 b≦ 1｝

融 幅 ・U・・帰 ・
【撚 」…   ・1・5

等 々 、上 記 6 パ ター
ン に つ い て 考 え れ ば よ い 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　□ （例 1 ）

　直感的には、d1 は D
、 ，D2 の 分布関数 の

一
致 しな い

部分 の 面 積 で そ の 距離を計量 し よ う と い うも の で あ

り、d2 は 区間［a，　b］を動 か し、2 つ の 分布 で そ こ に 入

る確率の 差 の 最も大きくな る もの で 計量 しようとす

る も の で あ る。d1 ，　d　2 は 両 方 と も、離 散 分 布、連 続

分布 に 限 らず 2 つ の 分布 の 距離を計量す る こ とが で

きる の は 明 らか で ある。

【性質 1 】 d
、，d2 は 数学的距離で あ る。

〈 証明 〉

（1） （＊0＞d1 （DIJD2 ）≧0、（＊ 1）d1 （D，D）＝0

　　（＊2）d1 （D
】
，D2）＝d1 （D2，D1）は 明 らか 。

　　（＊3）d1 （D1，D2）十 d1 （D2，D3）≧ dl （D1，D3）

　∵ Dx，D2，D3 の 分布関数 をそ れぞ れ 、　 F1（x ），
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F2 （X ），Fs （X）とす る と、

　各 xG ［e，1］にお い て 、

　 トFl （x ）− F2 （x ）1十 IF2（x ）− F3 （x ）　1≧

　 IF1（x ）− Fg（x）iとな っ て い る こ と、お よ び

　 【定義 1 】（1）よ りす ぐに わ か る。

（2）　（＊0）d2 （Dl，D2）≧ 0、　（＊1＞d2 （D，D）＝0

　　（＊2）d2 （D1，
D2）＝d2 （D2，D1）は 明 らか。

　　（＊3）d2 （DlsD2 ）
一
← d2 （D2，Ds）≧ d2 （DI：D3）

　∵ 任意 の 区 間［a，b］に お い て 、

　d
〔a、b］（D1，D2）＋ d 匚a，b］（D2 ，D3）

＝

　 lPD　1 ［［a，　b］］− PD2 　匚［a，　b］コ　1十

　IPD2　［［a ，　b］ユ　ーPD3　［［a ，　b］］　i≧

　IpD　1　［［a，　b］］　
− pD　3　［［a，　b］］　1＝d

［a、b亅（D1，D3）

　よ り、

d
・ （D1・D ・）

＝
［詩。私悟 ・b・（D1・Ds）｝≦

s　Up 　　｛dra，b〕（Dt，D2）＋ d
匚a，b］（D2，Ds）｝

la，b］⊂ ［0，1］

≦ sup ｛d
匚a、b〕（D1，D2）｝十 sup ｛d

［a、b］（D2，D3）｝｝

　［a，b】⊂
［0，1］　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 【a，bl⊂

｛O，1］

zad2 （Dl，D2＞十 d2 （D2，D3）　　　　　 口 （性質 1 ）

3 ．距離 d ，の意味で の 最適 な一
様分布近似

・七寵 ：職 〕・… 　・… ll 上 の
一

鰤

とす る （以下 で は k を 固定 して 考 え る ）。

　た だ し、D に お い て 、Pi ≠ 0 （i．e．p 、＞ 0 ） と

し て お く。

【補題 A】x
、

x2 ．．．Xk を
一

般 に と っ て 固 定す る、

d1 （D，
　U）は次 の p1 ， p2 ， ．．．，Pk の と き に最小 に

な る。

　　　 XZ ＋ X2 　 　 × 2 ＋ X3

P1 ＝
　　2 　　 P2

＝
　　2 　

｝Pl

　　　Xi 十 Xi
＋ l

P ・

＝＝
2 　

−
（P ・

＋ … ＋ P ・一・）

　　　　　　　　　　　　　　 （i ＝＝2，3，・・  k− 1）

〈 証明 〉

・ず・…
＝〔；ll∵ 謂

た だ し、P1 ＝
x1 ，　 P2 十 P1 ＝

x2 （i．　e．　 P2 ＝
x2

−
P1 ＝ x2

−
Xl ），　Pl 十 P2 十 P3 ＝x3 ．．．とい

う分布を考 え る （Fig．4）。

　 Fig．4　The　distributien　functi〔｝ns　of 　U　and 　D1

こ の D
、 を基準 に 考 え る と、d1 （D，

U）を最小 に す る

p1 は、x 、 ≦ pI ≦ x2 で な く て は な らな い こ とが わ

か る。なぜ な ら d1 （Dl，u）は Fig．4 の 三 角形 A1，　A2，

A2，＿．の 面 積 の 和で あ るが、　 P　1 ＜ x
、で あれ ば A2

が 三角形 で な く台 形 とな り、そ の 面積は 三 角形 A2 の

面積 よ り大きくなる か らこ の 場合 d1 （D ，，U）を最 小

に し得 な い 。

　ま た、p1 ＞ x2 の 場 合 も、三 角形 A2に相 当す る部

分 が、三 角形 A2 の 面積 よりも面積 の 大きい 台形 （た

だ し U の 分布 関 数 の 上 側 ） と な る。

以下、同様 に 考 え て 、

dl Φ，U）を最小 にす るに は、まず は、

x1 ≦ P1 ≦ x2

x2 ≦ P1 十 P2 ≦ x3

Xi ≦ P1 十 P2 十。．．十 P 且
≦ x 、＋ ⊥

xk − 1 ≦ P1 十 P2 十 ．．．　十 Pk −
1 ≦ Xk

が 成 り立 っ て い な く ては な らな い こ とが わ か る

さて 、x 乢 ≦ p エ
≦ x2 の とき、

／評1嘔 一F
．
・（・・… d・

・＝（P1
−

x1

　 2
）
2

＋
（x2

牙
P ユ12

（Fv （x），FD （x ）は そ れ ぞ れ、　U、　D の 分布 関数 とす る。）

で あ る か ら、・れ を最 小 ・ す る P1 は、， 、
−

x
・f’

・

となる。

・ ・ て 、… き ！評1・
、 …

一
・

。 … 1・・
一（X2

− X
ユ

　 4
）

2

と な る。　 以 下 、全く同様 に考えて、 d
，
（D，U）を最

小 に す る p2 ，＿ ，Pk は、

　　　　　 X2 十 X3　　　　　　　　　　　　　　　　x2 十 x3

　　　　　　　2 　　よ り・P2 ＝
　 2 　

−
PlP1 十 P2 ・＝
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　　　Xi 十 x
正＋ 1

P ・

＝
2 　

− （P ・
＋ … ＋ P ・

一
・）

　　　　　　 （i＝2，3，…，k− 1）となる c

そ して、こ の とき、

41・
。 … 一・

。 ・・）1・・ギ ・ ⊥
デ

虻
2

　　　　　　　　　　　　
k

（Xl
−

xH ）
2

　　　　　　　　　　　
＋

、蓍，　 4

　　　　　　　　　　　　　　　　　　口 （補題 A）

【定理 1 】 d1 （D．U）を最小 にす る 分布

D
、。、．一 〔

XlX2 …　 Xk

PI 　P2 …　 Pk 〕・ 、

・
，

−

2
斎

1
，・ 、

一÷ （・− 1，・2，…，・〉

とい う分布 で あ る。
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
また、こ の ときの d1 （Dl。i、，U＞＝颪

一
　とな る。

＜ 証 明 ＞
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 2

・ ・Xl ，・
、，＿ ，・

、・
聖

f

茅 ・
⊥ 評

2

　　　　　　　　　　　　k （x
、

−
x

、
．

、
）
2

　　　　　　　　　　 ＋ Σ
　　　　　　　　　　　 呈＝2　　　　4

と して 、φを 最小 にす る X1 ，X2 ，．一一， Xk

を求 め る。φは x
エ，x2 ，＿ ， Xk に 関 す る 2 次 式 で

あ る か ら、

　∂ φ
　　　　＝0 （i；1，2，…，k） の 連 立 方程式 を解 く
　∂ x 、

こ とに よ り、φを最小に す る X1 ，X2 ，．．、， Xk が 求

ま る。

　すなわち、

9−／／
、

一
・

・

一÷・・ 厂 ・
・）
一・

1妥
、

一÷・…
一

・ 1− 1
−

・
・＋ ・・

一・

　　　　　　　　　　　　　　（i ＝2，一・，k−D

li／t − s …
一

・
・
一

・
）＋ … 一・

　 こ れ は 、

3x
、

−
x2 　 　 　 　 　 　 　 　 ＝0 （1）

−
Xl 十 2x2 −

x3 　　　　　　　　　 ニ0 　〈2）

　　　
−

x2 十 2x3 −
x4 　　　　　　 ＝ 0 　（3）

　　　　　　
−

x3 十2x4 −
x5 　　　

＝0 　（4）

　　　　　　　
−

Xk − 、
＋ 2x

、− 1
−

x
。

・＝O （k−1）

　　　　　　　　　　　
−

Xk − t 十 3Xk ＝2 　（k）

　 と な る、

3xl −
x2 　＝0 　（1

’
）

　　こ れを x2 ＝3x
王
と し て （2）に 代入 す る と、

5x1

烹 繋1∴と 。て ，，、。代入す。 、、

7x1 −
x4 ＝：0 　（3

，
）

　　以 下 同 様 に して （正確に は数学的帰納法 に よ り）、

（2i − 1）　xlt ＝xi 　（（i−1）
’
）　（i ＝2，3，．．，k ）

一
（2k−3）　x 　

1
十 3 （2k−1）x1 ＝2 　（k

’
）

… ’肱 x

囎∵
苛

したが っ て ・　 Xi ＝

　 2k　　　（i ＝1・2・…　 k ）

補ee　A よ り、こ の と き の plp2 ．．．　 Pk は 、

・ 、一÷ （・− 1，・2，…，・〉 となる．

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
こ の X1 ： X2 ，＿ を φに代 入 すれば、そ の 値 は 項「
とな るD 口 （定理 1 ）

【系 1 】正 確な コ イ ン を n 回投げて n 個 の 0，1 の 系

列 （i．e ．｛0，1｝n
の 要素（ala2 ．．．　 a 。）） を 得て 、

擬 似 一様 乱 数 を つ く る場 合、距 離 d1 を 小 さ くす る と

い う意味で 、す なわち分布 関数をな るべ く
一

様分布

の も の に 近 づ け る とい う意味 で 最 適 な 方 法 の
一

つ は、

（O．aLa2 ＿ an1 ）2 　とす る こ とで あ る。

こ こ で 「（＞2 」は 2 進数 で 解釈す る こ とを意味す る。
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
こ の と き、d1 （D，U）＝

霽 　　とな る 。

　　　　　　　　　　　　　　　　　□ （系 1 ）

例えば n ＝3 回 の コ イ ン を 投げて、表一1
、 裏一〇 を

対応 させ 、｛0，t｝
3
の 要 素か ら、　 d　1 を小 さ くす る とい

う意味 で 最適な
一

様擬似乱 数 の つ く り方 の
一

つ は

000→ （O．　OOO1＞2、100→ （0．1001）2

001→ （0．0011＞2、10i→ （0．1011）2

010→ （0．0101＞2 、110→ （O．　110D2

011→ （e．0111＞2、111→ （0，1111 ＞2

とするこ とで ある。
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
そ して、こ の とき d1 （D，U ）＝

蒭
一
　と なる （Fig．　8）。

4 ．距 離 d2の意味 での 最適な一
様分 布近似

まず、距離 d2 の 意味で の 最適な
一

様分布近似方法に

っ い て 議論す る の に 必 要 な補題 を用 意す る。
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鬮 ・一〔
XlX2 …　 Xk

PI 　P2 …　 Pk 〕
Xr −1く a ≦ x

。
〈 x

，
≦ b く x

。．1 とい う区間匚a，b］を考

え る （Fig．5）。こ の 区間 の 集合を 1 とす る。

（i．e．1 ＝ ｛［aJb ］；　Xr −1＜ a ≦ Xr 〈 Xs ≦ b ＜ xs ＋1｝

　 　 　 def　S

ま た、 v ＝ Σ　Pi とす る。
　 　 　 　 　 i＝r

こ の と き、

sup ｛d ［a、b］（D，U）；［a ，
b］∈ 1｝＝ ：

maX ｛iV−（X。−X．）ト，　 IV−（X。＋1−Xr −、）［｝

と な る。

　 Fig、5　Dand 　the　lnterva1　［a，　b］

＜ 証 明 ＞

Pu ［［a ，
b］］＝b−a＝ t とす る と、　 t は、

X ，
−

X ，≦ t 〈 X ，＋1
−

XC −1 の 範囲 を 動 く。

（1） V ≦ （X ゴ
Xr ）の 場合

　d 匚a．b］（D，　U）＝IPD［［a ，　bユ］− Pu［［a ，　bj ］1
　　 ＝t − V 　 で あ る。

　 こ の 場合、

　 sup ｛d ［a、b｝（D，U）；匸a ，b］∈ 1 ｝＝ （Xs ←1
−
Xr．1）

−
v

　＝max ｛1 ザ （X 、

−
X

．＞1，　 IV−
（X 、＋1

−
Xr −1）1｝

（2 ） v ＞ （Xs
−
Xr ）の 場合　d

匚。，b］（D，U）
＝ lv − tl

（2 − 1 ）　（v ＞ （Xs
−Xr ）〉〈 （v − （Xs ＋1

−Xr ＿1）≧ 0 ）

　　　　　の 場合 （こ o）とき は d
［。．b］（D，　U）＝v

− t

　　　　　　　　　 とな る。）

sUp ｛d ［a．b】（D，U）； ［a，b］∈≡ 1｝＝ v
− （xs−xr ）

＝ max 〔lv−
（x

、

−
x

．
）1， 1v−（x

，べ
x

，
一
、）1｝

（2 − 2 ）　（v ＞ （Xs
−Xr ））八 （v − （xs ＋ 1

−Xr ＿1）〈 0 ）

　　　　　の 場合

　 こ の 場合の 様子 は Fig ．6 に あ るが
、

こ の 図 よ り 、

どの ような場合も、 sup ｛d 匚。，b｝（D，U）； ［a，b］∈ 1｝

＝ maX 日 V −（・
、

−X
。
）1，　 IV−（X

、月

一X
．
．1）1｝

で ある こ とが わか る。口 （補題 B＞

　　 Fig．6　The　Aspect　 of　 d　ta、b】（U，D＞　（2　Cases）

補題 B で 、 特 に　 r ＝s の 場合は 、

sup ｛d 匚e、b］（D，U）； ［a，b］∈ 艮｝

＝max 〔p
．
， 1Pr−一（Xr．厂Xr−

1） 1｝ とな る。

【定理 2 】 d2 （D，U）を最小 に す る分布

蛭 〔獄筏：：：謂 ・よ

　 　 　 1
・ ・「 「 （1＝1，2・

”
・ k）・

1
x

、
は x

、
≦ 7 ・1 −

x
・
≦ T

　 　 　 　 　 　 　 l
X

」

−
Xi ＿1 ≦　

−
li
−
　　　（i　：＝：2…　  k）、

と い う分布で あ る。

（こ の Pa と xi （i ＝1，2，…，k） に 関 す る 条件 を 以

下で は 1条件 A」 と よぶ こ とに す る。）

また、・ の ときの ・
、 （D、。、、，・U＞− t となる．

〈 証 明 〉

まず、d2 （D，U）を最小 にす る分布 D2
。i，

に おい て は、
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
そ の 距離 d2 （D加 i。，　U）は、　d　2 （D2。i。，　U）≧ T 　で ある。

なぜ な ら、

d2 （D，　U＞＝ s　u 　p　｛d 匚a，　b］（D，　U）｝　≧ max ｛p1，p2，．．，pk｝
　 　 　 　 　 ［a，b］⊂ ［0，1j

とな る。こ れ は 各 Xi に つ い て

a ＝Xl
一

ε ＜ Xi ＜ Xi 十 E ＝b な る 区間［a，b］で E → o

と し lPD［a，　b］］−Pu ［［a，b］］ iを考え れ ば 明 らか で

あ る。

そ うす る と、d
、 （D。 、。，U）・÷ で は あ り 得な ・・ こ と

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
が わ か る （∵ 　

「∀ i， Pi く
一
「 」 は Σ Pi ＝1に 矛

盾す る）。

した が ・ て、 ・
，
（D，

・U）一÷と なる分布 ・ が あ

れ ば、そ れ が d2 （D，U）を最小 に す る分布 で あ る。

「条件 A⇒ d2 Φ ，U＞を最 小 にす る 」 を証 明す る 。

条件 Aが 成 り立 つ と き、ど の よ うな区 間［a，b］⊂ ［0，1］
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
を 考 えて も、d ［、，b］（D，U＞≦T で あ る こ とが わ か る 。

なぜ な ら、ヨ xi ； Xi ∈ ［a，b］の 場 合 は
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a ≦ Xr ＜ ．、〈 x 、≦ b　 と して考 え る と （Fig．7）、

補題 B よ り、　d 匚a，b］（D，U ＞≦

  x ｛

∵
一（

押 1．了 IM−（Xs＋1
−
Xil ）1｝

≦ max 縦
一一

茨
一，一藍

一一一
「 ｝＝ T とな る （こ こで 、

m ＝ 1｛X
、

； X
、
∈ ［・ ，b］H ＝

・
−
r ＋1）。

　ま た 、〜（ヨ x 、； xi ∈ ［a，　b〕）の 場合 は 、

d
［a／b］（D，U）

＝b−a

≦max ｛lxi− XL ＿11 　； i ＝ 1，2，．t｝k＋1｝

（こ こ で は、Xo ＝0 ，　 Xk
． 1
＝1 と して お く）

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
で あ る。した が っ て 仮 定 よ り d

［a，bl（D，　U）≦
『
T

と な る。

Fig．7　丁he　Aspect　Of　D2min

　 こ れ ま で の 議論 に よ り、定 理 2 の 条件 A を 満た す

分布 は ・
、
（D，・）一÷ と な り、・

、
（D，・）を 黜 ・

す る 分布で あ る こ とが 明 らか に な っ た。

　 「d2 （D，　U）を最 小 に す る分布 D⇒ 定理 2 の 条件 A

を満 た して い る1 こ とを 証 明す る 。

・ … 、
−

x
・
一

、
〉 ÷ V ・ ・ PL ＞ ÷

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 1
で あ れ ば・ d2 （D・U）＞ T
ある。

ら一
様乱数 を得 る場合 の d1 の 意味 で （した が っ て

d2 の 意味 で も）最適な方法 の 、密度関 数 、分 布 関数

を示 す。

The　distribution　function　of 　U　一

と な る こ とは 明 らか で

　　　 匸］ （定理 2）

定 理 ・ よ り、・ 、
− t ，・

、
一亭 （・・1，・7

・・−
J ・）

とい う分布 Dlは d2 （D，U＞を最小 に す る分布 の
一

つ で

あ る。
　 　 　 　 　 　 1　　　　　 　 i
また、Pi ＝T ・ XL ＝T （i ＝1，2，…，k） とい

う分布 D2も d2 （D，　U）を最小 にす る分布 の
一

つ で ある。

　こ の よ うに d2 （D，U）を最 小 に す る分布 はユ ニ
・．一ク

に は決 ま らな い 。

【定理 3 】 d1 （D，　U）を最 小 に す る離散分布 D は

d2 Φ，U）を 最小 に す る。

〈 証明〉 定 理 1
、 定理 2 よ り明 らか 。 口 （定 理 3）

Fig ．8 に 、
3 回 の コ イ ン 投 げ 〔k＝8 の 離 歡 分 布 D＞ か
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Fig．8The 　density　function　and 　the　distribution　functlon

of 　the　Opti畍aI　鬧ethod 　for　Generating　Random　囗umbers

fr  3−honest　 coins 　tossing

5 ．結言お よ び今後の 課題

　理想 的な離散分布 が 与 え られ た と き、そ れ か ら

［0，1〕上 の 一
様分布 に 最 も近 い 分布を生 成す る方法

に つ い て 論 じた。今後 の 課題 と し て は、情報 の 変換、

例 え ば、前述 の 、一様 分 布 に した が う乱 数 を 用 い る

モ ン テ カ ル ロ 法等を行 う際 に、乱数情報 の 数値近似

情報 へ の 変換等 に つ い て そ の 性 質 を 調 べ る こ と が あ

げ られ る 。 そ の 際 に、本論 文 で 調べ た 離散分布 に よ

る
一

様分布 の 最適な近似 に 関する知 識 が 必要 に な る

と 考 え られ る。
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