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Abstract

　 We 　consider 　multi −stage 　learning　algorithms　with 　m 　sample 　points　for　the　simple 　hierarchical
class ・f・ n −（limensi・ nal 　figures　C。［。，司・en

國
一｛c（の i α ≦ t ≦ b｝is　the　 set ・f　n −dimensi・ nal

  ures
，
each 皿 e皿 ber　of 　which お Character三zed 　by　a 　parameter　t （α ≦ t ≦ b ），　and 　tl≦ t2　implies

c（t1）⊂ c （t2）．
　 We 　wil1 　construct 　the　the　opt 加 al 　k−stage 　lear血 g 　algorithm 　and 　show 　that　the　error 　of　it　is
（ノ（の一ノ（α））／2（M1 十 1）（M2 十 1）＿（mk 十 1），

whele ∫（のis　the　n −dl皿 ensio ロal　volume 　of　c（の，and
m を

＝ Lm／h」or 　Fm／hl お the　number 　of 　sample 　points　in　the　i−th　stage （i＝1
，2，．．．，k）sudh もhat

M1 十 M2 十 ．．．十 Mh ＝
’
m ．

　 And 　then　we 　win 　sh σw 　that　the　optimal 　multi 　stage 　agorith皿 is　obtained 　by　putting 　k　＝・　m ，and

the　error　of　which 　is（∫（b）一∫（α））／2
（m ＋ 1）．

1 　は じめ に 一一概念学習 と ア ル ゴ リズム の誤差 に つ い て

　 ： ン ピ ュ
ー

タ に 人間 と 同 じ よ うに 抽象概念 の 学習 を 行 わ せ 、そ うして 獲得 した概念を も とに、人 間 と

同 じ ような感覚 ・判断能力を持 た せ るこ と を 目標 に、そ の 基礎理 論 で あ る 「学習理 論」 が研究 され て い

る 山 ［2］。そ の 中で も、様 々 な概念を 鴨 次元空 間内 の n 次元図形 として とらえ、それ をサ ン プ リン グに

よ り学習 （推定）す る こ と に よ り、人 間に 近 い 感覚を持 つ コ ン ピ ュ
ー

タ を構成 し ようとい う試み がなさ

れ て い る ［3］〔5】
。

　 t こで は 「区間と 1対 1 に対応す る 単純階層構造をもつ 」 π 次元図形 の 集合 （n 次元図形の 概念ク ラ

ス ） の 「サ ン プ リン グ に よ る学習 」、ただ し 「多ス テ ージ」 の 学習に つ い て 考え る。

　以下、・
π 次 元 図形 の サ ン プ リン グ に よ る学習 ・学習 ア ル ゴ リズ ム の ス テ ージ数 ・区 間 と 1対 1 に 対

応す る単純階層構造をもつ π 次元図形 の クラ ス につ い て 述べ る。

　 まず n 次 元 図形 の 「サ ン プ リン グに よ る学習」 に つ い て 詳 し く述 べ る。

　学習者 （学習 ア ル ゴ リズ ム ）．4 は、n 次 元 空 閔 X ⊂ Rn 内 の n 次 元 図形 の 集合 C ⊂ 2x か ら選 ばれた

未知 の c ∈ C の 形 を、「サ ン プ リン グ」 （後述）に よ り推定する 。 学習理論で は、こ の 「推定」 を 「学習 」

と 同
一視する。ま た 、図形 c の こ とを 「概念 」、推定す べ き図形 の 集合 e の こ とを 「概念クラス 」 とも

よ ぶ 。 ま た X の こ と を 「学習領域 」 とよぶ 。

　A は X
，
C

，
お よび c ∈ C で あ る 事実は知識 として 持 っ て い るが、具体的に学習す べ き概念 c が どの よ

うなもの かは分からない
。

　 A は、c の 形 を推定す る ために 、任 意の 点 x ∈ X を選 ん で 、教師機械 （オ ラ クル ）0 か ら x が c の

内部の 点 か外部 の 点か の 情報、すなわち、Ic（x ）を得 る こ とが で きる。

唯福島 工二業高等専門学校　電 気工 学科 （い わき市平上 荒川宇長尾 30）
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　た だ し、」
。 （）は領域 c 上 の 特陸関数で あ り、lc（x ）＝0（x ¢ c の 場合），

lc（x ）＝1（x ∈ c の 場合）とす る。

　教師機械 0 は、A の こ の ような質問を受け る と、 1 ス テ ッ プ で 1
。（x ）の 値 を A に 返 す。

　A があ る点 X に つ い て 1
。（X ）の 値 を調 べ る こ とを 「サ ン プ リン グ」 と い う。

　A は 未 知 の c ∈ e を推定す る の に 、 まず 「許容サ ン プ ル 数 」 m ∈ Z ＋
を受け取 り 、 m 回 以内の 範囲 で

上記の 質問を し、そ れ で 得た情報をもとに c を推定 し推定結果 h ∈ C を出力す る。

　h は 「仮説 1 とよ ばれ る が、当然な が ら C に
一

致す る とは 限らな い
。 そ こ で、h と C の 誤 差 は vol ．（h△ C）

で 計量 され る 。
こ こ で、votn （）は n 次元 の 体積、△ は 対称差で あ り、　h△ C ＝（h − C）∪ （C − h）である。

すなわち、h と c の 誤差は h と c の
一

致 し ない 部分の 大きさで 計量され る 。

　ア ル ゴ リズ ム A で 、概念ク ラ ス C を m 個 の サ ン プ ル で 学習するとき の 誤差 eA （m ）と は次で 定義さ

れ る。

定義 1 学習ア ル ゴ リズ ム の 誤差 eA （m ）
dgf

　sup ｛voln （．4（c ，
　m ）△ c）； c ∈ C｝

　こ こで A （c ，
m ）は、アル ゴ リズム A で 概念 c を m 個 の サ ン プル で 学習した と き の 仮説 h の こ と とす る。

ま た 、概念 ク ラ ス e の 誤 差 ee （m ）とは 次 で 定義され る 。

定義 2 鵬 ク ラス の 誤差 ・e（m ）哩 瞬 ｛e。 （m ）iA は C の 学習 ア ・レゴ リズ ム ｝

　すなわち、eA （m ）は 学習 ア ル ゴ リズ ム A で 概念ク ラ ス e を （m 個 の サ ン プ ル で ）学習す る 場 合 の 最

大 （最悪ケ
ー

ス の ）誤差、ec （m ）は ど の よ うな よい ア ル ゴ リズ ム で 学習 して も出て し ま う、
　C の学習の

際に避 けられな い 誤差、すなわち、見 方 を変えれ ば、C の 学習 しに くさを表す量 とな っ て い る。文献 ［6］
［7］で は、上 記誤差 の 定義 を、全 て 1 ス テ

ー
ジ の ア ル ゴ リズ ム に 限定して 議論 して きたが 、本論文 で は、

こ の 限定 を お か ず、一
般 の 多ス テ ージ の ア ル ゴ リズ ム を想定する （「ス テ ージ数 」 に っ い て は後述する）。

　
一

般に、ee （m ）の 正 確な評価 は非常に難 しい 。したが っ て よい 上界 、 下界で評価 して い くこ と に なる

が、特 に よい 下界で 評価する の が難し い 。

　Cn［a，b］の よ うな単純な ク ラ ス の 最適 アル ゴ リズ ム、お よび その 誤差 に つ い て解析する こ とは、　ee。［．，b］（m ）
が 正 確 に評価で き 、 した が っ て こ の ク ラス を 部分集合 と して 含むより複雑な ク ラ ス e に 対す る ee （m ）の

下界 の 評価 に 役立つ 。［7】

　単純な ク ラ ス の 最適学習 ア ル ゴ リズ ム の 設 計 は こ の よ うな 意義 を もっ て い る。

　次 に 「ス テ ージ 」 につ い て 説明する 。
「ス テージ」 とは、「（1）m を入力する。（  がす で に明 らか に

な っ て い る場合は 入力は省略 で きる。） （2 ） m 個
1
（以 下）の サ ンプル 点を選 ん で それ らの 点 につ い て

調べ る。（3 ）（2 ）の 結果 をも とに 何 か 計算をす る。1 とい う
一

連 の 動作 の こ とで あ る。

　し たが っ て 、1 ス テージ学 習 ア ル ゴ リ ズ ム とは、（1 ）m を 入 力 す る 。 （2 ）m 個 の サ ン プ ル 点 を選 ん で

それ らの 点 に つ い て 調 べ る 。

　（3 ）（2 ） の 結果 をもとに計算を して 仮説 を 出力する。と い う構造 の ア ル ゴ リズ ム で あ る。　 すなわ

ち、1 ス テ ージア ル ゴ リズ ム とは、「あ る 点集合 に つ い て 調 べ て、そ の 結果 に よ り次 の サ ン プル 点を決 め

る」 と い うよ うな こ とは し ない 、どの ような概念 c を学習する場合で も同 じサ ン プ ル 点につ い て 調 べ る

と い う 「静的サ ン プ リン グ」 の ア ル ゴ リズ ム で あ る 。

　そ れ に 対 して 、多ス テ
ージ ア ル ゴ リズ ム 、例 えば 2 ス テージ ア ル ゴ リズ ム と は、

（1 ） MbM2 を入 力す る。（あ る い は m を 入 力 し、　 Ml
，
M2 を 計算す る 。）

〈 第 1 ス テ ージ 〉

（2 ） Ml 個 の サ ン プル 点を選 ん で そ れ ら の 点 に つ い て 調 べ る。

（3 ）　（2 ）の 結果をも と に 計算を し て 次 の 第 2 ス テ ージ で 選 ぶ べ き M2 個 の サ ン プ ル 点 を 選 ぶ 。

〈 第 2 ス テ
ー

ジ 〉
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Fig．1： Asimple　hierarc捕cal 　class 　of 　n −dimensional　figures（n ＝2）

（4 ）　 （3 ） で 選 ん だ M2 個 の サ ン プル 点 に つ い て 調 べ る、

（5 ）今ま で の 結果 か ら計算を し て 仮説を出力す る。

　とい うよ うな構造が許 され る。すな わ ち 、第 2 ズテージ （以降）で 調 べ るサ ン プル 点 は、学習すべ き

概念に よ り異なる 可能性 が ある。こ れは 1 ス テージ アル ゴ リズ ム で はあ り得 ない 、「動的サ ン プ リン グ」

を 許容する こ と を意味す る 。 今回は こ の 多ス テ ージ ア ル ゴ リズ ム を考察対象とする。

　 「区 間 と 1対 1 に 対応する 単純な階層構造 を も っ π 次元 図形の ク ラ ス 」 （以下、簡単に 「単純階層 ク

ラ ス 」 とよ ぶ こ とにする）と は直観的に言 うと、Fig．1 の よ うに、同 じ よ うな図形 が 1 次元的に （年輪

や タ マ ネ ギの よ うな）階層構造を持 っ て い る もの で あ る 。

　こ れ は、en［a ，b］＝ ｛c（t）1 α ≦ t ≦ b｝で あ り、各概念 （図形）c（t）は
一

っ の 実数 頑α ≦ t ≦ わ）に よ り

特徴づ けられ て い て 、 tl≦ t2 な らば c（tl）⊂ c（t2）とな っ て い る も の で あ る 。
［7］

　詳 し く言 うと、en［a ，b｝とは 、π 次 元 空間の 図形 （図形 は 閉集合 とす る）の集合 で あ り、　 n 次元空間中

の 座標 づ け され た線分 ［α ，
b］が 存在す る よ うな状況で 定義 され る。

　そ して 、任 意 の 点 P ∈ X に 対 し て ＝ ．二 L．−Lク に 概念 （図形） c（t）が 定 ま り （あ る い は c（のが 存在 しな

い 場合 も許され る が）c（t）は P を そ の 境界上 に もっ 、と い う性質の もの と定義され る 。

　こ の よ うな Cnga，b】を学習する上 で は 、サ ン プル 点を線分 ［a ，
b］上 の 点 に限っ て議論 して よ い こ と が示

され て い る。［7】

　さて 、 今 まで の Cn［a，b］の 学習ア ル ゴ リズ ム の 研究で は 、 次 の こ とま で明らか に され て い る 。

　文献 圈 で は Cn［a ，b亅の 特別 な場合 で あ る eneube［a，b］＝｛［O，t］
n

；α ≦ t ≦ b｝（原点を含 む n 次 元 立方体

の 集合） に つ い て 最適 な 1 ス テ
ージ 学習 ア ル ゴ リズ ム を構成 し その 誤差を求 め た。

　文 Wt　｛7］で は、一
般的な単純階層 ク ラス en

［a ，b】の 意味 を厳密 に 定義 し
、 その 性質を調 べ 、それ に対す

る最適な 1 ス テ ージ学習ア ル ゴ リズム を構成 しそ の 誤差を求め た。

ノ  璽 呱 （・（‘））（V・ln（））は 畝 元 の 体側 とする （f は輔 増大関数で あ る こ と を仮定 して お く）。

　こ の Cn【α ，
b］に 対す る 1 ス テージ学習 ア ル ゴ リズ ム の サ ン プル は、許 容 サ ン プル 数を m と した と き、

線分 1… bl・ ・ 座・ ・ t・
　・・f

−・
（
（m − i十 1）ノ（α）十 if（b

　 　 　 　 m 十 1
）
）（i− ・

，
・

，
…

，・ ）

に 対応する線分上 の 点をサ ン プル点とする の が最適で あ り、そ の と きの 誤差は

f（b）− f（a）
で あ る こ とが 示 され て v、る．［7］

2（m ＋ 1）
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　今 回 は 、
こ の 最適 な 1 ス テージア ル tfリ ズ ム を もと に して 、概念ク ラス On

［a ，b］に対す る leス テージ の

最適学習 ア ル ゴ リズ ム を考え る 。 そ れ は、enEa，b］の最適な多ス テ ージア ル ゴ リズム につ い て考察 した と

い う意味 で 文献 ［61、文献 ［7］の
一

般化 に な っ て い る。

　さて 、本論文 で は 以 下 で 文献 ［7］で得られ た 1 ス テージ の 最適学習ア ル ゴ リズ ム の 結果、す な わ ち、サ

ン プ リン グ 法お よ び その とき の 誤差 をもとに、一
般 の icス テ

ージ ア ル ゴ リズ ム で 最適な もの を構成 し、

そ の 誤差を求め る。

　ま ず 2節で は、多ス テージ 学習 ア ル ゴ リズ ム に つ い て 、ま た 最適 な k ス テージ ア ル ゴ リズ ム の 構成方

法につ い て 考察す る。

　次 に最適な k ス テ ージア ル ゴ リズ ム は 、トータ ル 許容サ ン プル 数 を m 、各ス テ ージの サ ン プル 数を

Ml （i ＝ 1
，
2

，
．．．

，
k）とす る と、最適化問題

（Ml ＋
’
1X物 ＋ 1）＿ （Mk ＋ 1）→ m α x （sub ．tb・ m 、 ＋ M2 ・＋ ＿ ＋ Mk 　 ・ M ）

を解 く こ とに 帰着 され る こ と を 示 す。

3節 で は 、こ の 最適化問題を解き、k ス テ ージ の 最適学習 ア ル ゴ リズ ム を明 らか に す る。

結果 は、leス テ
ー

ジの 学習 ア ル ゴ リズ ム で 最適なもの は、次 の よ うに な る こ とが示され る。

　　nzi　一　L31；」あ ・ い は m ・・
一「咢i（・一・

，
・

・
… k）・taだ ・・m ・柳 ・ ＋ … 悔 一

　こ こ で、各 ス テ
ージ で は、前ス テ

ージま で で 狭ま っ た区間 ［α
。 ，b。］に対 して、最適な 1 ス テ

ージア ル

ゴ リズ ム の サ ン プ リン グ を行 うもの とす る。

　 こ れはすなわち、各 ス テージ で なるべ く均等な個数ずつ 、か つ 各ス テ ージで も均等なサ ン プ リン グを

行っ た 方が有利で あ る こ と を意味する。

　 こ の とき の 誤 差 は

　　婿
e
（・ ）一

，（m 、 ． 1）課旱  ．呻 ）

　また、多 ス テ
ージ の ア ル ゴ リズ ム の 中で 最適な もの は、ll＝m ス テ

ージ の もの で あ り、その と きの 誤

差 は 、

　　・婿 鰍 」 鵠
（α ）

・ あ ・ ・ とも示・れ・．

2　 多 ス テージア ル ゴ リズ ム の 考察

まず、 1 ス テ
ー

ジ の 、Cn［a ，b】に 対 す る 学習 ア ル ゴ リズ ム につ い て概観 す る （詳 し く は 文 献 ［7］参 照）。

補題 1 サ ン プル 点 0 個 に よ る最適な仮説

　Cn［a ，
b］をサ ン プル 点 0個 で （すなわちサ ン プ ル なしで ）推定する場合、仮説 は c（t），t　．・　f

−i
（學 ）

と選ぶ の が最適 で あ り、 そ の ときの 誤差は 、

△騨 で あ る 。

　＜ 証 明 ＞ c（t）を仮説 と し た場合 、（最悪ケ
ー

ス の ）誤差 は max ｛∫（b）− f（t），f（‘）一ノ（α）｝で あ り、

∫（b）一∫（t）は単調減少関数、∫（t）− f（a ）は単調増大関数 で あるか ら、m α m ｛∫（b）　− f（t），ノ（古）
一∫（α ）｝を

最小 にす る t は、f（b）一一　f（t）一ノ 
一f（α）よ り求 ま る。□ （補題 1）

　この 補題 は 、F学習すべ き概念 c（t）の パ ラ メータ tの存在範囲が、区間 ［α ，
b〕ま で狭ま っ た 時点 で仮説

を出さなくて は ならな い 場合、最 良の 仮説 で 推定 して も誤差 は
f（b）i∫＠

が避けられない 」 こ とを示 して

い る 。
こ の こ とは また 、

「よ い サ ン プ ル 点 の 取 り方 は、tの 存在範囲を ∫（b）− f（のが小 さい 区間 ［a ，
b】に

狭め る ような方法 で あ る」 こ とを意味する 。
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　した が っ て 、t の 存在範囲が 区間 ［a ，
b］まで 狭 まっ て あ と m 個 の サ ン プ リン グが 1 回だけ許 され る 場合、

それはすなわ ち、、
1 ス テージア ル ゴ リズ ム で en

［a ，b】を学習す る 場合 に な るが、サ ン プ ル 点 ｛tl，
t2i＿

，tm｝（
こ こ で tl〈 t2く ＿ く tm とす る）は m α x ｛f（tl）− f（α ），ノ（t2）

− f（ti），
＿

，f（b）− f（tm）｝を最小 に する よ

うに とる の が最適なサ ン プ リ ン グ法で あ る 。

　なぜな ら、こ の サ ン プ リン グで、tの 存在範囲が、［α，　ti］，［t，，t2］，＿ ，［t，n ，b］の い ずれ か まで 狭ま り、あ と

は 0個 の サ ン プ リン グで 仮説を出力 しなくて は ならない か ら、最悪 ケース
∫ ‘1

ヂ
α

，
または 、f（t2）liLf（t’）

また は、＿ ノ b

￥
転

の誤差が出 る からで あ る 。

　そ して 1 ス テ
ージ の 最適なサ ン プル 点 ｛t1，t2，＿ ，tm｝は ∫（ti）一∫（α）＝＿ ＝f（t2）一∫（tl）＝f（b）−

f（・m ）一螺 と な る よ うに と る の が 最適 で あ り・そ の 場合 の 誤差 は 黔 で ある・t7】

　さて 今 h を固定 し、en［。 ，b］を llス テ
ー

ジの ア ル ゴ リズ ム で 、合計 m 個 の サ ン プリン グが許容され て 学

習す る場合を考える。第 砲 一1
，
2

，
＿

，
h）ス テ

ージ で mi 個 の サ ン プ ル を と るもの とすれば、　 M1 ＋ M2 ＋

＿ ＋ Mk ＝ m で あ る が 、次 の よ うに サ ン プ リン グ す る の が 最適 で あ る こ とは 明 らか で あ る。

第 1 ス テ
ージ 区間 ［a ，

b］に対 し、最適な 1 ス テ ージア ル ゴ リ ズム に よ り M1 個の サ ンプル で tの 存在範

　　 囲を ［α i ，
bi］に狭め る。ただ し ノ（b1）

− f（a1）＝ 製

第 2 ス テ ージ 区 間 【α i ，
bl］に 対 し、最適な 1 ス テージア ル ゴ リズ ム に よ りM2 個 の サ ン プル で tの 存在

　　範囲を ［・・ ，
b2］　｝・ 狭め る 。 ただ し f（b」）− f（・・）・　

i（b讃
α 1 ）

第 k ス テ
ージ 区間 ［ak ＿i ，

bk＿1］に 対 し、最適な 1 ス テージア ル ゴ リズ ム に よ り miC 個の サ ン プル で t の

　　存在範囲 を 【ak ，
bk］に 狭 め る 。 た だ し f（bh）− f（ak ）＝

f（bk一毳詳1
α κ一1

さて 、上記の よ うに狭めて い くと、最終的 に tの存在範囲 は、

［・・… ］ ・ ・ 狭… ただ … （
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ（わ）イ （α ）
勾

一ノ（α k ）＝
　　　　　　　　　　　　（m 、 9F・1）伽 2 ＋ 1）＿ （Mk ＋ 1）

そ して こ の ときの ア ル ゴ リズ ム A の 最終的な誤差は

　　　　　　　　　　　 f（b）− f（の
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　とな る。　　 eA （rn ）　・：

　　　　　　　2（M1
一
ト1）（M2

一
ト 1）．．．（Mk 十 1）

　以上 の こ とにより、Cn［α ，
b］

の 最適多 ス テ
ージ ア ル ゴ リズ ム （サ ン プ リン グ法）を 求め る た め に は、次の

問題 が 自然 に提起 され る。

　le
，
Ml

，
M2

，
．．．

，
mle

，
m を全 て 自然数とす る。

問題 1 ．（Ml ＋ 1）（m2 ＋ 1）＿ （Mk ＋ 1）を条件 「Ml ＋ M2 ＋ ．．．＋ mk 　＝　M ］ の もとで 最大にする。（k を

　　 固定 して こ の ような Ml
，
m2

，
＿

，
mk を求め る 。 ）

問題 2 ．em α Xk （m ）
dgf

　max ｛（m1 ＋ 1）（M2 ＋ 1）＿ （Mk ＋ 1）；M1 ＋ m2 ＋ ．．．＋ Mk ＝ m
，
　mi ∈ Z ＋

｝と

　　　して 、m α m ｛am α xk （m ）；ん一1，2，．．．，m ｝を最大 にす る んお よびそ の とき の GmaXk （m ）の 値 を

　　 求 め る 。

　次節 で こ の 2 つ の 問題を解 き、Cn［a ，blに 対す る多 ス テージ の 最適 な学習 ア ル ゴ リズ ム （i．e．サ ン プ リ

ン グ法） を求める。
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3　 多ス テー．ジ最適学習 ア ル ゴリズ ム

　ま ず、m
，
んを固定 し て おき問題 1 ．（Ml ＋ 1）＠M2 ＋1）＿ （mk ＋ 1）→ max （Sub．tO　Tnl ＋ m2 ＋，，．＋ Mh 　・＝

m ）を解く。

　こ こ で 、各 mi 　（i　＝ 　1
，
2

，
．．．

，
k）は mi ≧ 0 と し て お く。　 mi ≧ 1 は 当然 で あ る が、後 で 問題 2 ．を解く

際 に こ の 結果 を 使用す る た め に 拡張 して 0 以上 と し て お くの で あ る 。
こ こ で次の 関数を 定義する 。

定義 3 φ緬 9島 Gm α跏 （m ）

　Z ＋ ＝｛O，
1．

，
2

，
3

，
．．．｝（非負整 数 の 集合） とす る。

　転 ゴ ： （Z
＋
）
k

→ （Z）
k
　お よ び 、9h ：（Z ＋

）
le

→ Z ＋
を次 で 定義す る。

　φ藪ゴ（ml ，
m ：2 ，

．．．
，
Mk ）哩！（Ml ，

。．．
，
mi − 1

，
＿，

，
m

ゴ＋ 1
，
．．．

，　
mle ）　（i，ゴは 1 ≦ i

，ゴ≦ k）

9k（m 、，
m ，，

＿
，
Mk ）

dgf
（m 、＋ 1）（m ， ＋ 1）＿ （mle ＋ 1）

Gm ・・、（m ）嗹∫
m ・x ｛9、 （m 、 ，

m 、 ，
＿

，
ml 、）・；m 、 ＋ m 、 ＋ ＿ ＋ M 、

− M
，
　M 、

　E　Z ・
（i − 1

，
2

，
＿

，
k）｝

補題 291e（nbl，… ，mle ）＜ 9k（転ゴ（M1 ，… ，
Mh ））⇔ mi − m

ゴ
＞ 1 ＠θ．晦 一

砺 ≧ 2）
　 〈 証 明 〉

　（M1 十 1）＿ （mi 十 1）＿ ＠m ゴ　十 1）＿ ＠Mk 十 1）〈 （Ml 十 1）＿ （mi ）＿ （m ゴ 十 2）．．．（mle 十 1）

　 ⇔ 　（mi 十 1）（m ゴ十 1）＜ mi （mj →
−2）　　　＜＝＝＞　mim ゴ十 mi −

←m ゴ十 1 く m ｛mj 十 2mi

　よ り明 ら か。口 備題 2丿

補題 3m ＝・hq ＋ r （0 ≦ r く k）の と き、91e（M1 ，
＿

，
Mk ）が 最大 に なる の は 、　m1 ＝ q ＋ 1

，
m2 ＝

q 十 1，＿ ，Mr ニg 十 1，mr ＋ 1
＝＝

　q，＿ ，Mk ＝・ q の とき で あ る。

　＜ 証明＞ iPij（M1 ，
M2

，
＿

，
Mh ）は、第 i成分か ら第ゴ成分 へ の 1の 「移動」 で ある。

　こ の移動 に よ り、 9k（MliM2i ．．．，　miC ）の値が大きくな る の は、　 mi と m
ゴ

に た くさん （2以上 の ）差 が

あ り、そ の 差を均等 にする よ うな方向 の 移動 の ときの み で あ る、とい うの が 補題 2 の 主張す る と こ ろ で

あ る 。 したが っ て 、 な るべ く 均等に M1
，
M2

，
＿

，
Mk を と っ た 方 が 9k（Ml ，

m2
，
．．．

，
mk ）が 大きくなるか

ら、 こ の 補題 の結果は 直感的 に は ほ とん ど明 らか で あ る 。

　以 下で よ り詳 し く証明す る。

　Sk （m ）嗹
∫
｛（Ml ，

M2
，
＿

，
Mk ）∈ （Z

＋
）桃 M1 ＋ M2 ＋ ＿ ＋ 　Mk ＝m ∈ Z ＋

｝とす る 。

　y 暫 （9 ＋　1
，q ＋ 1

，
＿ q ＋ 1

，q，q ＿ ，q） （（q ＋ 1）が r 個、9 が （た一r ）個）

　こ の とき以 下を示 せ ば十分で ある。

（＊ ）∀x − （m ・ ，
M2

，
…

，
Mk ）∈ Sk（m ），

ヨφ乞伽 φ励
…

，φ卿 ， ；

（1 ）φ秘ゴP
・） …　 odii2

ゴ20 φ向ゴ、（X ）＝y か つ

（2 ）9κ（x ）≦ 9k（φ¢ 、ゴ、（x ））≦ 9k（iPi2ゴ20 φ‘、ゴ1 （x ））≦ …　≦ 9k（森P ゴP
　o ・− o φ6、ゴ20 φ盛、」1（x ））

以 下 （＊ ） の 証明。

任意 の x を x 　＝・　（M1 ，
M2

，
＿

，
mle ）とす る。た だ し、　 M1 ＋ m2 ＋ ＿ ＋ Mk 　 ＝M

，
　 mi ≧ 0 （i ＝1

，
2

，
＿ k）

m ＝＝　kq十 r （0 ≦ r 〈 ic）
こ の Ml ，rn2 ，＿ ，miC を

一
般性を失わず に 次 の よ うに お く。（Fig．2？

Ml ＝＝q 十 1 一トα 1，　M2 ＝9 十 1 十 α 2 ，
・『『

，
Mu ＝q一ト 1十 au （α 江

＞ 0
，
　i＝ 1

，
2

，
．．．

，
u ）

m 。 ＋1 ＝q ＋ 1＋ a 。 ＋1， m 。 ＋2 ＝q ＋ 1＋ α。 ＋2 ，… ，Mv ＝q ＋ 1＋ α。 （α i〈 O
，
　i＝u ＋ 1

，
＿

，
v）

Mv ＋1 ＝q ＋ 1 ＋ α v ＋ 1，　 mv ＋2 ＝9 ＋ 1 ＋ α。 ＋2，＿ ，m 。
＝9 ＋ 1 ＋ a 。 （α i

＝0，i＝ v ＋ 1，＿ ，r）

m 。＋ 1・
・

　 q ＋ b。＋ 1 ， Mr ＋2 ＝q＋ br÷ 2 ，
＿

，
mw 　

・q＋ bw（bi＞ 0
，
　i＝r ÷ 1

，
＿

，切

観 ω ＋1 ＝q ＋ bw＋1 ，　 Mw ＋2
＝9 ＋ bw＋2 ， ．，．，MM ＝q ＋ b。 （わi〈　O，i＝ω ＋ 1， ＿ ，z）

Mx ＋・
＝

α＋ b。＋ ・，晦 ＋ 2 ＝9 ＋ b。＋2 ，
…

，
Mk − 9 ＋ 6漁 ‘

＝0
，
　i ＝z ＋ 1，＿ ，初
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q ＋ 1 庶｛．

｝ ｝ ｝
L −

v
一 ノ L −

Y
一 ノ

｝

Fig．2： Aspect 　of 　x ＝（M1 ，
m2

，
．．，smk ）∈Sk（m ＞

　また、以 下 の 添え字 の 集合 を定めて お く。 ‘Fig．2）
A − ｛i；・i ＞ 0｝ B 　＝＝｛i ；・〆 0｝ 0

〒 ｛i ； ・ i
− 0｝

　D ＝｛i ； bi＞ 0｝　 E ＝｛i ； bi〈 0｝　 F ＝｛i ；bi＝0｝
　 さて 、上 記 の 定義 か ら

．m 、 ＋ M2 ＋ ＿ ＋ Mk ＝ （q 十 1）ア ＋ α（le− r ）＋ α 1 ＋ ＿ ＋ α
。 ＋ b

。＋・ ＋ ＿ ＋ ble＝ 隅 よ り、

　α1 ＋ ＿ ＋ α。 ＋ b
。＋1 ＋ ＿ ＋ わk ＝0

　したが っ て、次 の 4パ タ
ー

ン に分類 され るい くつ か の 暢 によ り、φ婦 ．
。 ＿ 。 φ重、ゴ、

・　ili、jl（x ）＝ y と

する こ と がで き る 。

　 （パ タ
ー

ン 1 ）i∈ A か つ 」∈ B 　　（パ タ
ー

ン 2 ）i ∈ A か つ ゴ∈ E

　 （パ タ
ー

ン 3 ）i ∈ D か つ 」∈ B 　　（パ ター
ン 4 ）i ∈ D か っ ゴ∈ E

　し かも 、 9k（X ）≦ 9駁砺、ゴ、 （X ））≦ 9貳φ¢ 2ゴ20 砺、ゴ、（X ））　 …

　とい うよ うに、パ タ
ー

ン 3 の み φ‘ゴを施す前後 で 9k の 値 が 「大きくな る ま た は等し くな る 」 とい うこ

と も あ り得 るが、そ の 他 は iPijを施す こ とに よ り9k の 値 を増大 させ る よ うに、φ短 1 ，
＿

，φ細 p
を 選 ぶ こ

とが で きる の は 、補題 2 より明 らか で ある。［］黼題 3］

補題 4 ん＋ 1 ≦ m の とき Cm αXk （m ）＜ Gmaxk ＋ 1 （m ）

　＜ 証明 ＞ m ＝kq ＋ r （0 ≦ r 〈 k）とす る。

　Gm α XiC（m ）
＝ 9te（q　I−1，

．rr
，（〜十 1

，g，
．．．

，（〜）＝ 9k＋1（（〜十 1
，
．．．

，q 十 1
，g，

．．．
，q，

0）　〈 Gm αXk ＋1（m ）口

（補題 4）

こ れ ま で の 議論 に よ り、次 の 定理が証明された こ とに な る。

定理 1en ［a，b】を学習する多ス テ
ージ ア ル ゴ リズ ム につ い て 次 の こ とが 言 え る。

Lh ス テ
ージ の 最適 ア ル ゴ リズ ム は、許容サ ン プル 数が m ＝ 梅 ＋ r（0 ≦ r く k）の とき次の 通 りで あ る 。

M1 ＝g ＋ 1
，
m2 ＝ q ＋ 1

，
＿ TMr

＝ q ÷ 1
，
m

（r ＋1）
耳 g，

＿
，
mk 　 ＝ ・ q で、各 ス テ

ー
ジ と も そ れ まで 狭ま っ た

区間で最適 1 ス テ ージア ル ゴ リズ ム を用い て概念を表すパ ラ メータ tの 存在範囲を狭め て い くもの で あ

る。そ し て そ の と きの 誤差は

・聯 … 一
，、「咢1響i葬讐、，、

k．。）
で あ ・・
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2．多ス テ
ージ の ア ル ゴ リズ ム の 中で最も 誤 差の 少 な い もの は 許容サ ン プ ル 数 が m の とき 、k ＝ m ス

テ ージの アル ゴ リズ ム で あ り、そ の ときの 誤差は、

・贈 制
一f（b）一∫（α

2（m ＋ 1）

）
・ あ・．

4　 結言

　単純階層構造 n 次元 図形 ク ラ ス Cn［a，b］に対 して 、多ス テ ージ の 最適学習 ア ル ゴ リズ ム とそ の 誤 差 を 求

め た。

　m 個 の サ ン プル で学習する多ス テ ージの 最適ア ル ゴ リズ ム は、1 つ の サ ン プル を取 る ご と に、次の サ

ン プル を計算す る とい う2 分探索方式 の m ス テージア ル ゴ リズ ム で あ り、そ の 誤 差 が 許 容 サ ン プ ル ta　m
の 指数関数 の 逆数 に 比 例 して 少 な く な る、非常 に 効率 の よ い もの で あ る こ とが分か っ た 。
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