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1　 は じめ に

L1 　 概念学習とア ル ゴ リズ厶 の 誤差

　 コ ン ピ ュ
ー

タに人間と同 じよ うに抽象概念の 学習を行わ せ 、そ うして獲得 した概念を もと に、人間 と

同 じ ような感覚 ・判断能力を持たせ るこ とを目標に、その 基礎理論 で ある 「学習理論 」 が研究 され て い

る ［1｝［2］。

　その 中 で も、様 々 な概念を n 次元空間内の n 次元図形 と して と らえ、それ をサ ン プ リン グに よ り学習

（推定）す るこ と に よ り、人間 に 近 い 感覚を持つ コ ン ピュ
ータ を構成し よ うとい う試みがなされ て い る

［3］［6］。

　 こ こ で は 「区間 と 1対 1 に 対応する単純階層構造をも つ 」 η 次元図形の 集合 （学習理論で は 図形 の 集

合の こ と を f概念ク ラス 」 「図形の ク ラ ス 」 あ るい は単に 「ク ラ ス 」 とよぶ こ ともあ る） の fサ ン プ リン

グに よ る学習」 に つ い て考え る。

　 「区間と 1 対 1 に 対応す る 単純な階層構造 をもつ 」 の 意味 に つ い て は次節 で 厳密 に 定義 し、そ の 性質

に つ い て調べ る が、直観的に言 うと、こ の 図形 の 集合 とは、Mgure．1 の よ うに 、同 じ よ うな 図形 が 1 次

元的に （年輪や タマ ネギの ような）階層構造 を持 っ て い るもの で ある。

　文献 ［7］で は こ の 特別 な 場合で あ る n 次元図形 の 集合 Cnet
‘be［a ，b］ （原点 を含む n 次 元 立方体 の 集合）に

つ い て 最適な学習ア ル ゴ リズ ム を構成しそ の 誤差を 求 め た 。 今回 は 、 そ の 意味 で 文献 【71の
一

般化 に な っ

て い る。

　 さて 、こ こ で n 次元図形 の 「サ ン プ リン グに よ る 学習」 につ い て 詳 し く述べ る。

　学習者 （学習ア ル ゴ リズ ム ）．4 は、n 次元空間X （：Rn 内の n 次 元 図形 の ク ラス C か ら選 ば れ た 未

知の c ∈ C の形を、サ ン プ リン グに よ り推定す る 。 学習理論 で は 、こ の 「推定」 を 「学習 」 と同
一視す

　 幅 島工 業高 等 専門 学校 　電 気 工 学 科 （い わ き市 平上 荒川 字長 尾 30）
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る。また、図形 c の こ とを 「概念」、推定すべ き図形 の 集合 C の こ とを 「概念 ク ラ ス 」 ともよぶ。また

X の こ とを 「学習領域」 と よぶ 。

　A は X
，
e

， お よ び c ∈ C で あ る事実は 知識と して持 っ て い るが 、具体的に学習す べ き概念 c がどの よ

うなもの かは分からない
。

　A は 、c の 形 を推 定す る ため に 、任意 の 点 一x ∈ X を選 ん で 、教師機械 （オ ラク ル ）0 か ら x が c の

内 部 の 点 か 外部の 点 か の 情報、すなわち 、
lc（x ）を得る こ とが で き る 。

　た だ し、1。（、）は 領域 c 上 の 特性関数 で あり．　t。（x ）＝0（x ¢ c の 場合），lc（x ）＝1（x ∈ c の 場合）とする。

　教師機械 0 は、A の こ の よ うな質問を受け ると、1 ス テ ッ プ で Ie（x ）の 値を A に 返す 。

　A が あ る 点 x に つ い て Ie（x ）の 値を調べ る こ とを 「サ ン プ リン グ」 とい う。

　A は未知 の c ∈ e を推定するの に 、まず 「許容サ ン プ ル 数 jm ∈ Z＋
を受 け取 り、m 回以 内 の範囲で

上 記の 質問 をし、それ で 得た情報をもとに c を推定 し推定結果 h ∈ C を 出力す る。

　 1 ス テージ アル ゴ リズ ム とは 、（1 ）m を入力する。（2 ）m 個の サ ン プ ル 点を選んで それ らの 点 に つ

い て 調べ る。（3 ）（2）の 結果をもとに計算をして 仮説 を出力す る。 とい う構造 の ア ル ゴ リズ ム で あ る 。

すなわち 、 あ る 点 に つ い て 調 べ て、そ の 結果 に よ り次 の サ ン プ ル 点を決 める、とい うよ うな こ とは しな

い 静的サ ン プ リン グの ア ル ゴ リズ ム で あ る。

　h は 「仮説 」 とよ ばれ る が、当然なが ら C に
一
致す ると は 限らな い。そ こ で、h と C の 誤差は voln （h△ C）

で 計量 され る 。 こ こ で 、 voln （　）は n 次元 の体積、△ は 対称差で あ り、　h△ C ＝ （h − C）∪（C
− h）で あ る。

すなわ ち、h と c の 誤差は h と c の
一

致 しな い 部分 の 大 きさで 計量さ
’
れ る 。

　m 個 の サ ン プ ル 点 Sm ＝ 【X1 ，
X2

，
＿

，
Xm ］は 、

　 Sm ∈ X ” ，

と し て お く。 すなわ ち、　 Sm は m 点の 組

（m − tuple）であ り、重複サ ン プ リン グも許す もの とす る。

　上記の こ とか ら分か る よ うに 、ア ル ゴ リ ズ ム A は 、A ＝ （S，
H ）の 組 で 表現 され る。こ こ で、　 S　＝＝

（Sl，
S2

，
＿

，
　S，n ，

＿）で あ る。

　また 、H 　・＝（恥 ，砺 ，＿ ，llM ，．，，）で あ り、 Hm ： Sm × ｛0，
1｝

m
→ C で ある 。 すな わ ち、サ ン プル 点に

関す る情報か ら仮説 h を得 る関数で あ る 。

　S を 「サ ン プ リン グ法 」、H を 「仮説関数 」 と よぶ こ とに す る 。

　こ の よ うな学習 ア ル ゴ リズ ム A は 、「1 ス テ ージ の 確率現象を用 い ない 」 ア ル ゴ リズ ム で あ る と言 わ

れる ［6納
Q

1。2　 学習アル ゴ リズム の 誤差

い ま、ク ラス C を学習す る 1 ス テ
ージ ア ル ゴ リズ ム A の 誤差 、 ク ラ ス C の 誤 差 を次の よ うに 定義する 。

定義 1 （4 の 誤差、C の 誤差丿

eA （m ）蟹 ・up ｛v ・ln（A （m ，
・）△ ・）； ・ ∈ e｝

　　 （4（m ，c）は、概念 c ∈ C をア ル ゴ リ ズ ム A で、許容サ ン プル 数 m で学習した と きの 仮説 h の こ

　　 ととす る 。 丿

ee（m ）轡 inf｛eA （m ）；．4 は e ｝こ対す る 1 ス テージ学習ア ル ゴ リズ ム ｝□ （定義 1＞

　eA （m ）は ア ル ゴ リズム A で概念ク ラ ス e を学習 した と きの 最大 （最悪）誤差 であ り、ec （m ）は、最

適 （最良）の ア ル ゴ リズ ム で C を学習した と きの 最大誤差 で ある 。 （正 確 には 、
こ れ らは 「誤差 の 上 限亅

で あるが 、今後は 「最大誤差3 とよぶ こ と にす る。） したが っ て、ec （m ）は、どの ような良 い ア ル ゴ リ

ズ ム で この ク ラ ス を学習 して も、どうし て も避け得 ない C の 構造の 複雑 さに起因す る量 で あり、C の 学

習 しに く さ を 表す も の とな っ て い る。
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一

般的な図形 の 学習 を行 う際 の 最適なア ル ゴ リズ ム を構成する こ と、お よ びそ の ときの 誤差 tC（m ）を

求め る こ とは非常に 困難で あ り、通常は op （m ）を上界、下 界 で 評価す る こ とに なる。

　以下、本論文 で は、区 間と 1対 1に 対応す る単純階層構造をもつ n 次元図形 の ク ラス （2節参照）の 、

サ ン プ リン グに よる 1 ス テ
ージ学習 ア ル ゴ リズ ム に つ い て考え る。

　上述 の よ うに、一
般的な n 次元 の 図形の ク ラ ス に つ い て 、そ の 最適な学習 ア ル ゴ リズ ム を 求め る こ と

は 非常に 困難で あ る が、こ の よ うな単純 な構造 をもつ 図形 につ い て は、2 節以下で述べ る よ うに 少 々 の

解析 で、最適な学習ア ル ゴ リズ ム お よ びそ の 誤差が求まるの で ある。

　さて、以下 2 で は、「区間と 1対 1 に 対応す る 単純階層構造をもつ 図形 の ク ラ ス 」 （C［a，b】）の 意味を厳

密 に 定義し、そ の 性質につ い て調 べ る。

　3 で 、こ の 構造 をもつ ク ラス に対する最適なサ ン プ リ ン グ法 ．4 ＝（S，H ）を搆成し、　 ec
【．，b］（m ）を正 確

に 求 め る。

　4 で は 、 e［a ，bl （： e とな る C を学習す る際 の 誤差の 下界につ い て考察す る。 こ こ で 示すよ うに、単純な

概念 ク ラ ス の 最適 ア ル ゴ リズ ム とそ の 誤差が求まれば、そ の ク ラス を含む よ うな よ り複雑な ク ラ ス e に

対 す る ec （m ）の 下 界が求ま る こ の ような、単純な階層構造を もつ 集合の 最適学習ア ル ゴ リズ ム に つ い て

考察す る こ とは、こ れ を含む より複雑 な ク ラス の 誤差 の 下界 を評価す る方法 を 提供す る こ と に な る 、と

い う点で 意義が ある の で あ る。

2　区 間 と 1 対 1 に 対応 する単純な階層構造 を もつ n 次元 図形 の クラス

　 「区間 と 1 対 1 に対応す る単純な階層構造 を もつ π 次元図形 の ク ラ ス 」 と は、自然現象 の 中で 言えば 、

2 次 元 で は 、ある点を中心に広 が る波紋、年輪など 、 3 次元 で は 、 タ マ ネギな どの よ うに、同 じよ うな

図形が単純 に階層的な構造 をもっ て すき間なく密集して い る もの で ある （Flgure．1）。

　以下 で は、こ の 単純な階層構造を数学的に 厳密に 定義する。

定義 2 （座標づけられた線分 QIQ2）今 n 次元空間 Rn 中 に ある 長さ r の 線分 L　＝ 　QIQ2を考え る。こ

の うち点 Q1 を基準 に とれば、　L 上 の 点 X

』
に対して 、 （〜1X の 長 さ tを対応 させ ると、自然に L に座標が
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導入 され、L と 【0，
r 】は 同

一視され る。

　以下 t ∈ ［O，
r］に 対 応す る点 を P（t）とい うこ とに す る 。 また 、 し ば し ば t と P （t）を同

一
視す る 。

　 □ （定義 2）

定義 3 （単純な階層構造をも つ クラ ス ）まず、概念ク ラス C は 、閉集合 の ク ラ ス で あ る こ とを 仮定 し て

お く。す な わ ち、∀c ∈ C
，
c ： 閉集合 。

　e が区間 ［α ，
b】と 1 対 1 対応す る単純階層構造をも っ た ク ラ ス である。

菖

　ヨ長さ r の 線分 L （区間 ［0，
r］と同

一
視 され る線分 L）；

（1）［a ，
bJ⊂ 【0，

　r亅

（2）区間 ［a ，b］と C との間に は 1対 1対応が つ く。

　　 t ∈ ［a ，
　bjに 対応す る 概念 c ∈ e を c（t）と書 くこ と に す る。

（3）∀ t ∈ ［a ，
b］，

x 　＝ ・　P （t）は 概念 c（t）∈ C の 境界上 の 点 とな っ て い る 。

（4）α ≦ tl≦ t2≦ b ⇒ c（t1）⊂ c（t2）

（5）∀x ∈ X
，
次の い ずれ か

一
っ が 成 り立っ 。

（5・1）　∀c ∈ C
，
Xl ぎc

（5．2）∀c ∈ C
，
x ∈ c

（5−3）ヨ 1c ∈ e ； x ∈ c かつ x は c の 境界上 の 点 。　 口 （定義 3）

　以下で は、「区間と 1 対 1 対応する単純階層構造をもっ た ク ラス 1 を単に 「単純階層構造 を も っ た ク ラ

ス J、あ る い は 「単純階層ク ラ ス 」 と もよぶ こ とに す る。

　原点を含む n 次元立方体の ク ラ ス ［7］も単純階層 クラ ス の 特別な場合 と考え られる 。 またあ る 点を中

心 とす る半径 a 以上 、b以下の 同心 n 次元 球 （球面を含む）の 集合な ども単純階層ク ラス の
一

例 で あ る

（Mgure ．2）。

　さて、単純階層ク ラス の サン プ リン グによる学習を考える上 で は 次 の 性質 1 が重要に な る 。 性質 1は 、

サ ン プ リン グをす る場合、サ ン プル 点は定義 3 の 線分 L ＝QIQ2上 に限 っ て 考えて よい こ とを保証す る

もの で ある。すなわち、こ れは最適 なサ ン プ リン グを考察す る場合、線分 L 上に 限 っ て 議論 し て も十分

で あ る こ と を意味する 。

性質 1 任意の m 個の サ ン プル 点 x1
，
x2

，
＿

7XM に対 し、こ れ と同等なサ ン プル 点 Zl
，
z2

，
＿

，
z皿が存在

す る 。 ただ し Zi （藪 ＝ 1
，
2

，
＿ tm ）は 全 て L ・ ・ Q ，Q2上 の 点 で あ る。

　直観的 に は 、
「同等なサ ンプル 点」 ［7］とは 、任意の 概念 c ∈ e を学習す る場合、どち らの サ ン プル 点

につ い て 調 べ て も得 られ る 情報 は 全く同 じで あ る こ とを意味す る。

　〈 性質 1 の 証明 〉 任意の 点 x ∈ X を考 え る 。 また この x に 対 して 、次 の 2 つ の 概念ク ラス を考 え る。

C。（・）誓 ｛・ ∈ C ；J
。 （・ ）　 ：・｝， C、（・ ）哩 ｛・ ∈ C ；Jc（・）一・｝

　さて 、定義 3（5）に よ り、次 の 3 つ の 場合が考え られ る。 （5−1）∀c ∈ e
，
x ¢ c の 場合。（5−2）∀c ∈ e

，
x ∈ c

の 場合。（53）ヨ lc∈ e ；x ∈ c か つ x は c の 境界上の 点で ある場合。

　（51 ）の 場合は、どの ような c ∈ e の 学習 に際 して も 、 点 x に つ い て調べ る こ とに よ り何の情報も得ら

れない 。なぜ な ら、（b（x ）＝e ，Cl（x ）  φで あるか ら、こ の 点を調 べ た後 で も、概念 c を学習する際に

は lc（x ）＃ OhS 得られ、まだ全 て の c ∈ C が学習すべ き概念の 候補と して 残 る か らで あ る 。

　（52 ）の 場合も同様に 何 の 情報 も得 られない 。
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　した が っ て 、（51）（5−2）の よ うな x は サ ン プル 点 と して は採 用 せ ず に 省 い て も よ い こ と に なる。

　問題は （53 ）の 場合 で あ る 。

　こ の 場合は、点 x を境界上 にもつ 唯
一

の c が存在 し その c に対 し、定義 3（2）に よ り、t ∈ 【α ，
b亅が対応

す る。こ の t ｝こ対 して L 上 の 点 z 　一　P （t）を考え る。さて、そ うす る と、

（1）C・（x ）＝ ＝c・（z ト ｛c（t・）；t ≦ t
、
≦ b｝

（2）（ヌo （x ）ニCo（z ）ニ｛c（tl）；a ≦ t1 く t｝

となる。なぜなら、

（1）t ≦ tl ⇒ c（t）⊂ c（t1）で あ り、し たが っ て 、　x ∈ c（tl）、　z ∈ c（t1）とな る。

（2）tl く t⇒ c（tl）⊂ c（t）で あ り、x ¢ c （t1）、　z ¢ c（tt）となる。

　　 なぜなら、X ∈ C（t1）とす る と、まず、　C（t）の境界点 X は C（tl）の境界点 で は あ り得な い。も しも

　　 c（tl）の 境界点 とす る と、それ は 、定義　3（53）に よ り、境界点を含 む c ∈ e の ユ ニ
ー

ク性 に 矛 盾す

　　 るか らで あ る。

そ うする と、点 x は c（tl）の 内点 となる。定義 3（4）よ り、c（t1）⊂ c（t）で ある か ら、　x が 碓）の 境

界点に なる こ とが で きなくなり矛盾。点 z に つ い て も同様 で ある。

　以上 の こ とに よ り、概念 c を学習する場合、サン プル 点 x をと り、∬
。 （x ）とい う情報を得て も、上記 の

線分 L 上 の 点 z を と り lc（z）と い う情報 を得 て も、1
。（x ）・＝　lc（z）で あ り、そ の 値 が 0 で あ っ て も、1 で

あ っ て も、そ れ に よ りせ ば ま っ た学習す べ き概念 c ∈ c の 候補の 範囲は全 く同等 で ある こ と が 分 か る。

　さて、サ ン プル 点が m 個に なっ た場合 で も全 く同様で ある。任意の m 個の サ ン プル Sl　＝ 　［Xl ，
X2

，
＿

，
Xml

に 対 し 、上 と同様 の 対応 で の 、線分 L 上 の 点 集合 S2 ＝ ［Zl ，
z2

，
＿

、
Zm ］を 考 え る。

　c ∈ e を 学習するの に 、S1 を サ ン プ リ ン グ して 調 べ た結果 は

　（〈 X1
，
lc（X1 ）〉

，
＿

，
〈 Xm

，
　le（Xm ）〉）で あ る 。

　これ を、（＜ Xl ，ll ＞，〈 X2 ，12 ＞，＿，〈 Xm ，lm ＞）と書くこ とに し、これ を満 たす C ∈ C の 集合を

e
（1 、12＿∬m ）（Sl）とすれば 、　 e

（1、 12＿lm ）（Sl）．・　el 、（Xl ）∩ ＿ ∩ CI．．（X ，，i）で あ る 。

　また S2 をサ ン プ リン グ し て 調 べ て も、得られ る情報は、（＜ Zl
，
11 ＞ ，＜ z2

，
12＞ ，

＿
，＜ Zm

，
lm ＞）で 、

C（1 、i2＿lm ）（S2）・・　CI
、（Zl）∩＿ ∩ el．（Zm ｝で あ り、e（1 、 12＿lm ）（Sl）＝ ＝　e（∬、12．．．lm ）（S2）が成 り立っ 。すなわ

ち、どちらの サ ン プ ル 点を調べ て も、そ れ に よ りせ ばま っ た学習す べ き概念 c ∈ C の 候補の 範囲 は 全 く

同等 で あるこ と が 分 か る 。

　以上 の こ とにより、どの ようなサ ン プ ル 点 ［x1 ，x2 ，．．．，x 司 に対 しても、上 と同様に こ れに同等 な、線

分 L 上 の サ ン プ ル 点 【Zl ，
z2

，
＿

，
Zm ］を とれ る こ とは 明 らか で あ る。口 （性質 1）

3　単純階層クラス の 1 ス テ ー ジ最適学習ア ル ゴ リズム

　こ こで は、区間 ［a ，
b］と 1対 1に対応する単純な階層構造を もつ n 次元図形 の ク ラス の最適な 1 ス テー

ジ ア ル ゴ リズ ム を構成す る 。 ア ル ゴ リズ ム を構成す る際 に は、2節 の 性質 1か ら、サ ン プル 点 は 線分 L

上 の 点 に 限 っ て （よ り詳 し く言 え ば、区間 ［α ，
b］の 点に 対応す る線分 L 上 の 点に 限っ て ）議論 して も よ

い こ とが保証されて い る。

　以下では、0
圃 を区間 ［a ，

b］と 1 対 1 対応をもつ 単純階層の n 次元図形 の クラス とする。2節の 定義

3 に よ り、こ の よ うなクラス e
［。 ，

bl と 区間 ［a ，
　b］に は 1 対 1 対応がつ く。また 、　c（t）∈ C

［a ，b】の n 次元 の 体

積 を ノ（t）とお く。す なわち

定義 4 ノ（t）鶴 ・ln（・（t））（t ∈ 1・ ，
　bl）た だ し v ・ln（〉は n 次元体積．ロ （定義 4）

一19 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　Servi 　



Fukushima National College of Technology

NII-Electronic Library Service

ukushima 　National 　College 　of 　Teohnology

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 研 究 紀 要 　 第44号 （2003）　 福 島工 業 高 等 専 門 学 校

　そ して 、 以下 で は ∫は 区間 ［α ，
b｝で連続な単調増大関数 で ある こ とを仮定 し て お く。

　まず次の 2 つ の 補題を用意する。

補題 1q1
，g27＿ ，qle（9i＞；0

，
乞＝1

，
2

，
＿

，
k）は g1＋ g2＋ ＿ ＋ 9k　＝Q（Q ： 定数）とい う制約 の もとで

自由な変数 とす る。

　こ の とき、max ｛91，q2，
＿

，q舜 を最小 に す る の は 、　ql＝g2　＝＝．．．＝ 　9k ＝ 雲の と きで あ る。

　 〈 証明 〉

　（1）max ｛g1，g2，
＿ ，qle｝は、？よりは小 さくなる こ とは で きな い。

　（2）ま た 91　＝・　g2　
＝．．．＝qk ＝咢とす る と、制約条件 と （1ノの 下 界 を満 た す （ql，q2，

．．．
，9k）が 構 成 で

き る。口 （補題 1）

禰 2 学習す べ き概念 ・ ∈ C
［。，、］が、　e［。，、］の 部 分集 合 e

［a 、，、、］
哩∫

｛・〈t）；t ∈ ［・ 、，
b、1⊂ 【a ，

ゐ］｝の メ ン バ ー

で ある と き、こ れ だ けの 情報 か ら仮説 を出す場合 、（すなわ ち、C［a 、，b、1を 0個 の サ ン プ ル で 学習す る 場

合）最 も （最大）誤算 の 少な い もの は、

　　h − ・（t）一・（∫
一・

（
∫（α 1

甼
（b1）

））・ あ ・ ・ ま た そ ・ ・き ・ 翻 ・・
個 i

∫ω
・ あ る・

　 〈 証明 〉

　仮説 を c（t）（t∈ ［al ，
b1D と し た 場合、（こ の 仮説 c（t）を出力す る ア ル ゴ リズ ム を A とす る と）誤差 は

eA （0）＝max ｛f（t）一ノ（α 1），ア（bl）一ノ（t）｝で あ る。

　さて、f（‘）　一　f（al ）＋ ∫（bl）一∫（t）＝∫（b1）− f（α 1）二定数 であるか ら、補題 1 により、

　　∫（t）
− f（・・）一ア（b・）

− f（t）一
∫ω i綱

・ ・き・ 翻 ・最小 ・ な ・ ・ すな わ ・ ・

　　f（t）−
f（α1）

去
ノω

・・・
… f

−・
（
∫（a1 ）i；Lf（

b1）
）・ 仮説 ・（t）・最・誤差・ 少な・ 仮説・な・．

ロ　（補題 2）

　上 記補題か ら、C
［a ，b］に対する m 個 の サ ン プ ル 点で 学習す る場合 の 最適な 1ス テージア ル ゴ リズ ム は

次 の よ うに構成 で き る 。

定理 1C
［a ，b］を m 個 の サ ン プ ル 点 で （1 ス テ

ージ で ）学習す る 場合、次 の よ うに サ ン プ ル 点、仮説点を

とるの が最適である。

　サ ン プル 点 ＝ ｛P （ti），
P （t2），

．．．
，
P （tm ）｝、仮説点＝

｛P （thO），
P （thl｝，

＿
，
P （thm ｝）

　　・・ ∫
一・

（
（m 一ん十 1）∫（α）十 k∫（b）
　 　 　 　 m 十 1 ）（le− ・，・，… ・・ ）

　　thk・一・f
− ’

（
∫（tk）

 
∫幅 ）

〉− f
−’

（
（2m 　

”
　2k ＋

嬲 盖
（2k ＋ 1）∫（b）

）（k・ ・・
・
・・

・
… 7M ）

　 そ して 、そ の と きの 誤差 は、

　　eCl．，・1（m ）一
ノ1器聖

）

　ただ し 、 仮説点 とは 、 Ic（P ＠ ））； 1
，
lc（、P（tk＋1））＝ 0 の 場合 、　c（thk）を仮説 とする場合の thle∈

［tk，tk＋ 1］、あるい は こ の thk に対する P （thk）の こ とで ある。

　サ ン プ ル 点 も tfOと P （tk）（k ；1
，
2

，
＿

，
m ）を同

一
視 し、　tiCも P （tk）もサ ン プ ル 点 とよぶ こ とに す る。
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〈 証明 ＞ a ＝to く tl 〈　t2 く ＿ ＜ tm ＜ tm＋ 1 ＝ bで、敏 鳶＝1
，
2

，
＿ ，m ）をサ ン プ ル 点 とする。

ある tkで 、
　 lc（P（tk））＝1，lc（P （tk＋1））＝0であっ た場合、補題 2 よ り仮説点 は、

thk・・ ’・f
−

・

（
∫（tk）＋

，

f（tf°＋ 1）
）・す… 最適 ・ あ ・ ・

… 、… き・ 誤差・
∫鯒

唇
（tk）

・な ・・

そ うす る と、m 個 の サ ン プル 点に 対 し、次 の m ＋ 1 個 の 数 （誤差）が 対応する。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 ∫（tm ＋ 1）
一

∫（tm ）　　　　　　　　　　　　 ∫（t2）
一∫（t・）　　　　f（t1）一∫（to）

　　　　　　 2 　
・q2 ＝

　 2 　
・
…

・9． ＋ 1 ＝
　 2　 91 ＝

この ア ル ゴ リズ ム （サ ン プル 点 と仮説点）を A とす ると、そ の 誤差は、

eA （m ）＝ max ｛ql，g2，
＿ ，qm ＋1｝ただ し、必ず、　ql ＋ q2 ＋ ，．，＋ qm ＋ 1

＝學
した が っ て 、こ れを最小 にす る に は、補題 1 よ り、最小 値は ec

［．，b］（m ）＝
∫Sm　ll；｝

また これ を実現す るサ ン プル 点は、

q・
一∫ω i梱 一ず

浩’il）よ り・

・ω 』 黯絆 ・ たが ・ て ・t・ − fi （
mf （α）＋f（b）
　 （m ＋ 1）

）

以 下 同様 に （正確に は leに 関する数学的帰納法 に よ り）

t・ − f ・
（
（m 一為十 1）ノ（α ）十 k∫（b

　 　 　 　 m 十 1
）
）（・… 　・

，
・

，
…

，
・ 購 ・れ ・・

仮説点は、thle　・＝　f
− 1
（
ftk ＋f（砺 ＋ 1

　　　　 2 ）（タ
累 0

，
1

，
＿

，
m ）よ り、

　　t… 一 ・f
−

・

（
（2m

− 2k ＋

黔 も
（2k　＋　1）f（b）

）（k − ・… …
・
・ ）・ 示・れ ・ ・

　□ （定理 1）

　こ こで 、定理 1で 求 め た、最適な 1 ス テ
ージ学習ア ル ゴ リズ ム の サ ン プル 点、仮説点集合につ い ての

性質を観て お く。
こ の 点集合 は 次 の 性質 を もっ て い る。

性質 2 （サ ンプル 点、仮説点に関する性質）

（A ）（サ ン プル 点、仮説点の 同
一性）サ ン プ ル 点、仮説点 の 1臨 ；（2m ＋ 1）個の 点集合

　　 SH ＝ ｛thO，
tl

，
th1

，
t2

，
＿

｝
t。，、，

thm ｝は、　e［a，b］を MA ニ（2m ＋ 1）個の サ ン プル で 学習する際の 、最

　　 適なサ ン プル 点 に な っ て い る 。

（B ）（サ ンプル 点の 相似性）任 意 の 軌 く k2 （kl，
k2 ・＝ 1

，
2

，
＿

，
m ）に 対す るサ ン プ ル 点 tk

、，
tk

，
と、

　　e
［tkt ，

tk2 ］⊂ e
［a ，b］を考え る。こ の と き、［tk、＋ 1 ，

tk
、＋2f＿ ，tk2＿1】とい う（ん2

一醍 一1）個の （e［a，b］を

　　 m 個の サ ン プル 点 で学習する際の 最適な）サ ン プル 点は、C
［tkt，t、e2 】を MB ＝ （（ん2　

− kl　−　1））個の

　　 サ ン プ ル 点で学習する際の 最適なサ ン プ ル 点そ の もの に な っ て い る。

＜ 証明 （A ）＞

C
［a ，b｝を MA ＝（2m ＋ 1）個の サ ン プル で 学習す る 際 の 最適なサ ン プル 点は定理 1 より、

t・・一・f ・

（
（MA − K 十 1）∫（α

　　　　 MA ＋ 1
）＋ K ’（b）

）（K − 1
・
2

・
… 踟 すなわち・
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／
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× ：Sample　Point

I ；Hypothes狛 Point

一．．

　　Figure・2： The　examples 　of　optinaI 　sample 　points （f（）r　the　class 　of 　2
，
4−（limensional 司pheres）

　　t・・… f
｝1
（
（2！’iEZ −sXifSgl

＋ 2

，

K
．

）1（gl＋ Kf （b）
）（K − ・

・
2

・
…

・
・… ）

これ は 、K ＝ 鍛 俳 ＝ 1
，
2

，
＿

，
m ）の ときに は、｛tl，

t2
，
．．．

，
tm ｝になっ て お り、また、　K ＝％ − 1値＝

1，＿ ，m ＋ 1）の とき に は 、｛thO，
thl

，
＿

，
thm ｝に な っ て い る。

　〈 証明 （B ）＞

　C
［tk、，矧 を MB 　・＝（（k2− kl− 1））個 の サ ン プル 点 で 学習す る際の 最良 の サ ン プル 点 は 、定理 1 よ り

・・ ザ
・

（
（ル〔B

− 1（十 1）ノ（tkl

　　　　　　MB ＋ 1
）＋ Kf （tk2）

）（K − ・… … ・M ・ ）

　　　　　　　　　　　　 （m
− ki十 1）∫（α）十 醜ノ（b）

ルfB ニ iC2− iCド 1
， ノ（tk、 ニ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　）（i＝1

，
2）を代入 し て 計算す る と、

　　　　　　　　　　　　　　　　 （m ＋ 1）

　　tK − f
“’

（
（m

『
（le1　＋ K ）

齧砦1＋ （ic1＋ K ）ノ（b）
）（K − ・

，
・

・
・・… M ・ ）

となり、e
［α ，b】を m 個 の サ ン プル 点 で 学習する際の最適なサ ン プル 点 の うち、区間 翫、 ，

tk
，J内 の もの と

一致して い る。口 （性質 2）

　C
［a ，b］の 特別 な 場合 の サ ン プ ル 点 と仮説点の 様子 を 見て み る。

　こ こで は、enSphere［o，1／2】 （
．
半径 r カS　O ≦ r ≦ 1／2 で あ る n 次元球 の ク ラス ）を例にする。　n ＝2

，
4 の

場合 の 定理 1 に よ る最適なサ ン プ ル 点、仮説点は Figure．2 に 示すとお りで あ る。

4　誤差の 下界 に つ い ての 考察

　単純階層クラス の 最適 1 ス テ
ージ ア ル ゴ リズ ム およびそ の 誤差 を調べ て きたが 、 こ の よ うな単純な ク

ラス につ い て調 べ る こ とには次 の よ うな意義がある。

　1 節で も述べ たが 、一
般 に概念クラス e の 誤差、ec

（m ）を求めるの は非常 に 困難 で あ る。そ こ で 、こ

の 上界、下界を求め て 誤差を評価する こ とに なるが 、特 に そ の うちの 下界は求めるの が難 しい 。
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ージ学習 ア ル ゴ リズム

　しか し、C1 （⊂ C）の 誤差、　ec
、（m ）の 下界が求まれば、それは ec

、 （m ）≦ ec （m ）は 明らかで あ る か ら、

自動的 に ca（m ）の 下界の
一

つ が求まる こ とになる。

　今回 は 、非常に 単純なク ラス で は あ る が、ec
［a ，、］（m ）が 正 確に 求 ま っ た か ら、こ れを含む n 次元 図形 の

クラス の 誤差 の 下界が評価 で きる こ とに な る 。

　例 えば、［0，1］n
内 の 軸平行な n 次 元 長方形 の ク ラ ス Cn1 は 、原点を含む n 次 元立 方体の クラ ス

［7］C
・ c ・be［・，

・｝を部分 ク ラ ス と して 含む か ら… ．。 u 、e 、．，、1圃
一 滴 ≦ ・・．、（M ）が 示 せ る ・ と ｝・な る c

5　結言および今後の 課題

　本論文 で は 、区間 と 1対 1 に対応す る単純階層構造 の π 次元図形 の クラス C［α ，司 の 、最適 な 1ス テー

ジ学習ア ル ゴ リズ ム お よ び そ の 誤差を正 確 に 求 め た。

　ま た 、この C
［a ，b］を含む ク ラ ス の （1 ス テ ージ ア ル ゴ リズ ム の ）誤差 の 下界 に つ い て 考察した 。

　今後の 課題と し て は次があげられ る。

・より複雑な n 次元図形の ク ラ ス の最適 1 ス テ ージア ル ゴ リズ ム 、お よ び そ の 誤 差を求めるこ と。ま

　　 た、そ の 結果 に よ り、それを含むさらに複雑な ク ラ ス の 誤差の 下界を 求 め る こ と。

・単純階層 ク ラ ス e
［a ，blの 多ス テ ージの ア ル ゴ リズ ム に つ い て解析す る こ と。例 えば、　m を許 容サ ン プ

　　 ル 数 と した と き、m ス テージ の 最適な 学習 ア ル ゴ リズ ム （すなわち 、 サ ン プ ル 点を調べ る ご とに、

　　そ の 調べ た結果をも と に 次の サ ン プ ル 点 を選 ん で よい ア ル ゴ リズ ム ） に つ い て 調 べ る こ と。
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