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　二 重振 り子の デ モ 実演 は、講義 の 動機づ け の 手段 と して 用 い られ て い る が 、 デ モ 実演へ の 理解を深め るた め に 、

我 々 は デ モ 実演を デ ジ タル ビデ オ カ メ ラ で 撮影 し、コ ン ピ ュ
ー

タ処理 に よ っ て、動画 か ら得 られ た ビ デ オ 画像を

解析す る新たな方法で 、 運動の 解析を行 っ て きて い る
1）

。
こ の 方法 に よ り、 デ モ 実演は講義 に 役立 っ デ

ータ を 提

供す る実験教材 とな り得 る こ とが 分か っ た 。 さらに ビデ オ 画像位置解析法 と組 み合わせ る こ とで、そ の 相乗効果

が多 い に 期待で きる との 考え か ら、 我々 は二 重 振 り子 の シ ミ ュ レ
ーシ ョ ン を試 み た 。

ビ デ オ 画像解析法に よ る 解

析結果を踏まえ 、 実体二 重振 り子の 運動 に よ り近 い 運動を再現す るた め に 、
二 重振 り子の 運動に 関わ る基礎予備

実験 を実施 し た 。 シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン の 中に、基礎予備実験 の 結果 を うま く取 り入 れ る こ とに よ り、実体 二 重振 り

子 の 運動 に よ り近 い 再現が 可能とな っ た の で 報告 す る。

1．は じ め に

　図 1 に 示す よ うに、二 重振り子 は 単純な構造で あ る

が 、 振幅が大き くな る と、 非常 に複雑な 運動を行い
、

目に した 者 に 強 い 印象 を与え る こ とか ら、カ オ ス 的現

象 を理解 させ るデ モ 実演教材と して 活用 され て い る。

我々 は、デ モ 実演か ら具体的 な実験 デ
ー

タが 得 られれ

ば、講義展開 の 上 で 非常 に 役立 ち 、 講義内容へ の 理 解

の 手助 け に な る との 考えか ら、ビ デ オ画像位置解析法

を試み て い る。

D2 ）
こ の ビ デ オ 画像位置解析法 に よ り、

り子

図 1　 二 重振 り子 の 構造

二 重 振 り子 の 運 動 に は、初 期条件 よ っ て 、 カオ ス 的な

複雑 な運動をす る場合 と、単振動的な運動をす る場合

が あ る こ とが、解析結果 か ら も裏付け られ た 。

2）

　 こ こ で は二 重振り子の 運動へ の 理解を さ ら に 深め る

た め、我々 は 実験的側面 ば か りで は な く、理 論的側面

か ら、
シ ミュレ ーシ ョ ン に よ る二 重振 り子の 運動を考

え る。シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン で は、デ モ 実演 で の 実体二 重

振 り子 の 運動 に よ り近 い シ ミ ュ レ
ーシ ョ ン を試み た 。

　実体二 重振 り子の 運動で は、 支点部分の 摩擦や 空気

抵抗 に よ る エ ネ ル ギ尸損失を 無視する こ と は出来な い
。

そ こ で 双方の 項を どの よ うな形 で、シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン

に 組 み 入れ るか を検討す るた め
、 基礎予備実験 を実施

した 。 シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン の 中に、基礎予備実験の 結果

を うま く反 映 す る こ とで 、 実体二 重 振 り子の 運動 に よ

り近 い 再現が可能 とな っ た 。 また シ ミ ュ レ ーシ ョ ン に

は、
コ ン ピ ュ

ー
タ さえ有 れ ば、何度 で も再現的 に 確認

で き、また デ モ 実演 で は困難な 初期条件で も再現で き

る な どの 特徴 もあ り、ビ デ オ 画像位置解析法を捕強す

る有効な手段とな り得る。

　 こ れ に よ り、二 重振 り子の 運動を 実験的 に もま た理

論的 に も検証す る こ とが で き 、 両者の 相乗効果が 多 い

に 期待で きる もの と考え る。
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2．ビデオ画像位置解析法

讖 嚢嚼 唖 麟 驪
ビデオ画像　　
　　　　　　　　

図 2　 解析手噸

2．1 方　　　法

　 ビ デ オ画像位置解析法に 使用 した 二 重振 り子 は、全

体を っ や 消 しの 黒色 で 塗装 し、第
一

振 り子 に は赤色 、

第二 振 り子 に は 緑色 の 運 動解析用反射 板 が 貼 りつ け ら

れ て い る 。 （図 1参照） ビ デ オ画像位置解析法 に よ る、

測定か らデータ処理 の ま で の 流れ を 図 2 示す 。

　暗室 の 中 で デ ジ タ ル ビデ オ メ ラ （SONY 製 DCR −

TRV900 ） を 使 い 、二 重 振 り子 に ハ ロ ゲ ン ラ ン プ を照

射し、 反射板か らの 反射光を プ ロ グ レ ッ シ ブ モ
ー

ドで

撮影 した 。
コ ン ピ ュ

ー
タ に 動画 と して 取 り込 み、動画

編集 ア プ リケーシ ョ ン ソ フ ト （AdQbe 　Premiere5 ．1J）

に よ り、動画 を 1 枚づ っ の 静止画 （ビ ッ トマ ッ プ フ ァ

イ ル 形式） に 自動変換 して 、 再保管 した。画像解析 で
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図 3　第二 振 り子 の 軌跡 （θ ，
＝θ ，

・　12e
°
）
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図 4 　角度 と角速 度の 関係 （θ【・＝θ，＝120a）

は、VisualBasicで 自作 した、ビ
ッ トマ ッ プ フ ァ イ ル

形式 の 輝度情報か ら、静止画 上の 反射板 の 位置を自動

的に解析す る ソ フ トを使用 し た。こ の ソ フ トに よ り得

られ た位置情報 を、表計算 ソ フ ト （Exeel） に あ る マ

ク ロ 機能 を使用 し、 何種類か の グ ラ フ （振り子 の軌跡、

角度 の 時系列、角度 と角速度 の 関係 や パ ワ
ー

ス ペ ク ト
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　 図 5　パ ワ
ー

ス ペ ク トル （θ L
＝θ ，

・＝120
°
）
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図 6　第二 振 り子 の 軌跡 （θ ，
一θ ，

− 30e）
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　 図 ア　角度 と角速度の 関係 （θ i＝・θ 、
＝・30e）
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　 　 図 8 　パ ワ ース ペ ク トル （θ 、
＝θ ，

；30e）
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ル 等）を自動的 に表示 で きる よ うに した。

2．2 解 析 結 果

　 ビ デ オ 画像位置解析法 に よ る結果を図 3 〜8 に 示す。

　 θ＝30
°
の 場合、第二 振 り子 の 軌跡、角度 と 角速度

の 関係 や パ ワ
ー

ス ペ ク トル は、一
定 の振動数 で 往復す

る単振動的性質を示 して い る。 ま た θ三120
°
の 場合 に

は 、 見 た 目に 第二 振 り子 の 軌跡が 複雑な だけで は な く、

角度 と角 速 度 の 関 係 で の 幅 広 い 分 布 や、パ ワ
ース ペ ク

トル で の 幅広 く複雑 な特徴 は、カ オ ス 的性質を示 して

い る 。

　 こ れ らの 結果 か ら、初期条件 θ i、θ ， に よ っ て 、
二

重振 り子 の 運動 に 明 らか な違 い が あ る こ とが 良 く分 か

る。 θ＝30
°
の 場合に 見 られ るよ う に 、 θ ， 、 θ，の 初

期角度 が 小 さ い 場合 に は、第
一、第二 振 り子間の エ ネ

ル ギー
交換が 少 な く、

一
体 と なった実体振 り子的性質

が強 い 。それ に 対 して 、θ　一＝120
°
の 場合 に は、第

一
、

第二 振 り子間 の エ ネル ギー
交換 が頻繁 に起 こ り、そ の

結果、他 の 振 り子 の 運動に影響 を与 え、運動 を カ オ ス

的な 複雑な もの に して い る。

3．理想モ デ ル シ ミュ レーシ ョ ン

3．1 理 想モ デ ル の 運動方程式

　図 1 に 示す よ う に 、 使用 した二 重 振 り子 は 、 2 っ の

実体振 り子を連結 した もの で あ るか ら、各支点か ら重

心 ま で の 距離が h ，、h2で あ る、図 9 に 示すモ デ ル を

理 想 モ デ ル と考 え る。

　 シ ミュレ ーシ ョ ン に必要 な 運動方程式 を導出す るた

め、ラ グラ ン ジ ュ 関数Lに よ る、 解析力学的手法を利

用 す る 。 図 9 よ り各重 心 の 位置 を （Xl，Yi）、（Xe，Y2）

とす る と、

　 iXiJl）＝ （hlsin　e　1，　hiCOSθ i）　　　　　
……（1）

（κ21ソ2）＝（’1sin θ1十 ゐ2sin θ2 ，　’lcos θ1十ゐ2cos θ2）（2）

0

　y
図 9　 実体二 重振り子 モ デ ル

とな る。 こ こ か らポ テ ン シ ャ ル エ ネ ル ギ ー U と運動

エ ネル ギ ーT を算出し、 ラ グ ラ ン ジ ュ 関 tw　L を求 め

る と、

L 一豊構 ・ 圭偽 o〜∂3・ ・ξθ身・ ・1
，
・

・
… （・，

一ら圃

　　＋ （（Ptlhl
・
＋ m

、
11）。。se ，

　＋ m
，
h

，
　c・se 、le

とな る 。 ラ グ ラ ン ジ ェ 方程式

繝
一
話一 ・

…… 

（ゴ＝ 1
，
2）　　・・・…　（4）

に 代 入 し、各運 動 方程 式 が 得 られ る。 具体的 に は

皀・ μ。。・（e，
・
一θ

，）軋・ μ・血（θ，

一θ
，P；・ ω 〜・  卵 o…（5）

cos （（el一θ
，”1 ＋ lb

’
，

− sin（e，− et）穿＋ m ∫s  e
，
＝0 ・・・…　（6）

た だ し、

μ
＝ 偽 ギ

卿 1κ棚 2亭　 1
，

ノ・物 ・鋸寄1・ ・ 呈一牙
で あ り、（5｝， （6＞式を基 に ル ン ゲ ・ク ッ タ法を用 い て 、

シ ミ ュ レ ーシ ョ ン を行う。

3．2　理 想 モ デ ル に よ る結果

　 ビ デ オ画像位置解析法 に よ る結果 との 比較の た めに、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コ
特に 初期条件 θ 1

＝＝θ 2
＝120

°
、 θi＝ θ…

＝ 0 の 時 の シ

ミ ュ レ
ー

シ ョ ン 結果 に 注目す る 。 まず図 10 に は第二

振 り子 の 軌 跡を 示す 。
シ ミュレ ーシ ョ ン で は 心臓曲線

の よ うな図形の 内部 に
一

様 に分布 して お り、 偏 りは見

られ な い
。 対応 す る 図 3で は 力学的 エ ネ ル ギ ーが 大 き

なハート型の 両上部の 分布は少な く、 比較的 に 力学的

エ ネル ギー
の 小 さ な 下の 部分 に 集中 して い る。こ れ は

実際の 二 重振り子の 運動で は 、 摩擦や 抵抗 に よ る エ ネ

ル ギー
損失が 無視で きな い こ とを 示 して い る 。 そ こ で

第一
、 第二 振り子の 力学的エ ネル ギー

及び全エ ネル ギー

憎

踟

鱒

●噂

欄

 

　 咽
　 　 ¶ 　　　−sm 　　　伽 　　　「 m 　　　　o　　　　 ■m 　　　　脚 　　　　漏 　　　　緬

図 10　シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン に よ る第二 振 り子の 軌跡
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郵
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0　　　　　 20　　　　　40　　　　　巳O　　　　 SO 　　　　 100

　 　 　 　 　 　 　 　 　 時融 ‘秒）

図 11　 エ ネル ギ
ー
変化 （ビ デ オ 画像位置解析法）

変化 を 調べ
、 そ の 結果 を図 11、 12に 示 す 。 そ れ ぞ れ

図 11 は ビ デ オ 画 像位置解析法、ew　12 はシ ミ ＝ レ ーシ ョ

ン で あ る 。 実際の 二 重振 り子 は、運動開始 か ら 20秒

間 く らい ま で は 、
エ ネル ギ ー交換も頻繁に 行 わ れ て い

るが、時間と と もに エ ネ ル ギーが 失 わ れ 、 40秒以降

は 目立 っ た 変化 は 見 られ な い 。

一
方 シ ミ ュ レ

ー
シ ョ ン

で は 、
プ ロ グ ラ ム 上エ ネル ギ ー

損失が 全 くな い の で ，

常時 エ ネル ギ ー
交換が 行わ れ、そ の 結果 として 図 10

の よ うな軌跡 が得 られ る。

　実際 の 二 重振 り子 の 運動 に 近づ け るた め に は、プ ロ

グ ラ ム の 中 に エ ネ ル ギー
損失 を組 み 入れ、エ ネル ギ ー

変化 を図 llに近づ け る必要が あ る 。
エ ネ ル ギ ー

損失

を含む 運動方程式 を導出す る た め、基礎予備実験を実

施 し、 支点部分 の 摩擦 と振 り子 の 空気抵抗 を 詳 し く調

べ た。

4基 礎予備寞験

4．1 摩　　 擦

　支点部分の 摩擦 は、主 に 軸 を支 え る ミ ＝ チ ェ ァ ベ ァ

リ ン グ に よ る もの で あ る。 図 13に 示 す よ う に 、 同型

ベ ア リ ン グ に 鉄 リン グ （外直径 48 φ、732g ） を は

め込 み、人為的 に 初角速度 を与 え 、 こ れ を デ ジ タル ビ

デ オ カ メ ラ で 撮影した。

　鉄 リン グを含む慣性 モ ー
メ ン ト 1の 回転体が、角速

度 ω で 回転 し、中心 軸か ら受け る摩擦 に よ る 力 の モ ー

メ ン トFmr に よ っ て 、回転速度 が 減速 して い く回転

度ω （rad 　ls）

図 13 摩擦 の 測定

O．40

．3

90 ．2

1。1H

　 o

一〇．1

一〇．20
　　　　　 20 　　　　　 40　　　　　 60　　　　　 80

　 　 　 　 　 　 　 　 畤 廊 （秒》

図 12 エ ネ ル ギ
ー
変化 （シ ミ ュ レ ーシ ョ ン）

の 運動方程式 は、

ー
49

万ー1陰F。
　
一

100

・・・…
　〔7）

で あ る 。 鉄 リ ン グ の 角速度の 変化を画像解析 に よ り調

べ 、〔7）式 よ り摩擦 の 状況 を推 定 す る こ と した 。

4，2 摩擦の 測定結果

　 ビ デ オ画像位置解析法を 利用 して 、鉄 リ ン グの 角速

度 の 変化を求 めた 。 その 結果を図 14に示 す 。 角速度

は ほ ぼ
一

定の 傾 きで 、時間 と と もに 減速 して い く こ と

か ら、角加速度 （dtu／dt） は一定で あ り、 摩擦力 F．，

は角速度ω に よ らず
一

定で あ る。した が っ て

　　　　　　　 Fm ＝ Cm 　 （定数）　　　　 ……〔8）

と表せ る。

4，3 空 気 抵 抗

　二 重振 り子 は空気中を運 動 し、動 くこ とに よ っ て 、

空 気 か ら抵抗 を受 け て い るが
、 空気抵抗 の 測定 で は、

図 15に 示す よ う に 、 その 逆 に
一

様 な空気 の 流 れ の 中

に 振 り子 を 置 き、鑷 り子 が受 け る力 か ら空 気抵抗 を推

定 した 。 張力、重力 mg 、空気抵抗 凡 の 3 力 の っ い

あ い か ら、

　　　　
IT・＝mg ’an θ ’mg7

　 　 　
……〔9｝

が成り立 っ
。 した が っ て 変位 x か ら空気抵抗 Eaが求

50

和

　

30
　
　
20

3
＼
「

田）
槲閏
解
収

100

　 0 1　　　　　　 2　　　　　　 3

　 　 　 　 時間 （秒）

図 t4　角速度 の 時間変化
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　 風

（風遼可変》

→

→

→

　、

　＼
e

＼
’ ＼

空 気抵抗

F亀

重力n8

θ

図 15　空気抵抗 の 測定

め られ る。

4．4　空気抵抗 の 測定結果

　実 験 で は、簡 易 風 洞 装 置 を使 い、風 速可 変で か っ
一

様 な風を作 り出 し、第二 振 り子 の 受け る空気抵抗を調

べ た。 そ の 結果 を図 16に 示す 。 空 気抵抗 Ea は風速 り

に対して 、 2次関数的に増加 して い る こ とが分 か る。

な お図中の 近似補間曲線 は、 2次多項式近似 よ る もの

で あ る。 したが っ て 、

　　　　　　　F
。

＝ C
。
vf 　　　　　　　　 ……（1 

と表せ る。

5 ．実体モ デ ル シ ミ ュ レーシ ョ ン

5．1 実体モ デ ル の 運動方程式

　実体 モ デ ル の 運動方程式を導出す る た め に
、 （4）式

に エ ネ ル ギー損失項K を含 め、（4）式 を 次 に 示す ラ グ

ラ ン ジ ェ 方程式 に 変形す る。

繝
一
話

・器・・ （ゴ＝L2） ・・一 〔ID

た だ し、
エ ネ ル ギー損失項K ＝瓦 ＋Ka で ある。 こ こ

で Km は摩擦項、　 Ka は空気抵抗項 をそ れぞ れ意味す る。

　 まず摩擦項 Km は   式 を考慮 す れ ば、

κ．　・ 　c，　lell＋qlO、1 ……am

と表せ る。 こ こ で の 絶対値記号は、 常に角速度とは逆

向 き に摩擦 力 が生 じる こ と を意味 して い る。

　次 に空気抵抗項 凡 は   式 よ り風速 の 2 乗 に 比例

す る が 、 支点 を 中心 に運 動 す る振 り子 で は、振 り子 の

各部分 の速度 は異 な るが 、 角速度は同 じで あ る。 振り

子 の 微小部分 に加わ る 空気抵抗 の 総和 が、振 り子全 体

に 加 わ る空気抵抗 と考え れ ば 、 空気抵抗 は角速度 の 2

乗 に 比例す る 。

　 こ の こ とを基 に して、図 17 に 示 す よ う に 各振 り子

O．025

　 O．022

》O．015

蟹 e．e1
側

　 0．OO50

　0　　　　2　　　　4　　　　6　　　　8　　　 10　　　 12

　 　 　 　 　 　 　 　 　風逮（tri！s》

　 　 　 図 16　空気抵抗 と風速 の 関係

　　　　　　　　　　　　　　■　　　　　　　　■
の 角度が θ ，、e ，で 、角速度が θi、θiで あ る 場合 の

空気抵抗を考え る 。 第一振り子 に働 く空気抵抗 は、単

に 第
一
振り子だ けで は な く、 下 に 連結さ れ て い る第二

振 り子 の 影響 も考慮 し、 第 二 振 り子 の 正射影 12COS

（θ2
一θ ，） を第一振 り子 の 1， に 加 え、そ れ を有 効 な

振り子 の 長さと して 求 め る 。

一
方、第二 振 り子 の 場合

は 、 そ の ま ま 12を有効 な振 り子 の 長 さ と して 求 め る 。

　したが っ て これ ら総合す る と 、 空気抵抗項 K 、 は 、

凡 ・1・〔1・11eos圃 恥1・1ザ …・
・

とな る 。 絶対値 に っ い て は   式 と同 じ理由 。 （IY式 に

代入 し、 各運動方程式は 、

・… 斎・高・

薪・e・毎1一 呵 1  一 ・

・… 歳・高・讃・隣 ・ 一・『・

となり、（5）、  式に エ ネ ル ギー損失項が加 わ っ た 。

5．2 実体 モ デ ル の 結果

　実際の 二 重振り子で は、同型 の ベ ア リ ン グを使用 し、

第
一

、 第二 振り子の 形状は 、 ほ ぼ同 じで 大差 の な い こ

とか ら、 （  、  式 で の パ ラメ
ー

ターCi、02、
　C3、

　C ，

は 、 C 、
＝ σ2 、

　 C3＝＝σ、と い う条件で 、シ ミ ュ レ ーシ ョ

ン は行 う。

−et

図 17 二 重振 り子 の 空気抵抗
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図 18 実体モ デ ル の 全 エ ネ ル ギ
ー
変化
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図 19 第二 振 り子 の 軌跡 （実体 モ デ ル ）
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10

　実体モ デ ル に よ る エ ネ ル ギー
変化 を 図 18 に 示す。

図で は C1＝・C2＝1．0× 10．4 と 同 じで、　 C3 お よ び Cg の

値を 変化 させ た場合を示 して い る。 図 11 と比較し 、

40秒 く らい まで 急激な エ ネ ル ギ ー
変化を した 後、な

だ らか に 変化 して い く C ，
＝C、＝・7．0× 10”

の 場合 が、

最 も実際の 運動 に 近 い と考え られ る 。

　 こ の 条件 の 下、 第二 振り子 の 軌跡を図 19 に 示 す 。

理 想 モ デ ル の 図 10 に 比 べ 、エ ネ ル ギ ー
損失 の 効果が

分布 に も表 れ て お り 、 図 3 に よ り近 い もの に な って い

る 。 同様に 角度と角速度の 関係、パ ワ
ー

ス ペ ク トル を

図 20
、 図 21 に示す。 角度 と角速度 の 関係 で は 、ラ ン

ダム な分布 の 中 に 、 中心付近 に コ ア 状の 密な る分布が

表 れ 、 図 4分 布 と類似 した 傾向が 見 られ る。ま た、パ

ワ
ース ペ ク トル で は、カ オ ス 的 な幅広 い 広が りと と も

に、エ ネ ル ギー
損失 の ため 、単 振 動 的 な 運 動 に 移 行 し

て い くの で、そ の 周波数 に 合致 した周波数で 強 い ピー

ク が表 れ て い る 。 こ れ は図 5 と良 く類似 して い る 。

6．ま　 と　 め

　基 礎予備実験 の 結果を取 り入れ る こ とで 、
シ ミュ レ

ー

シ ョ ン に よ る運動を 、 以 前 よ りも、実際 の 運動 に 近 づ

け る こ と が 出来 た
。

ビ デ オ 画像位置解析法 に よ る結果

と も多 くの 類似点が あり、また実演 で は困難な初期条

件で も再現 で き る特徴が ある の で、ビ デ オ画像位置解

析法を補強す る有効 な手段と成り得 る 。

　ま た、シ ミ ュ レ
ー

シ ョ ン に は VB 、 また 解析用 に は

EXCEL マ ク ロ を使用 して お り、誰 で もが 簡単 な操作

で 利用で き る よ う に な っ て お り、
コ ン ピ ュ

ー
タ ネ ッ ト

ワ
ー

ク 上 で 使用 も検討 して い る。
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