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Abstract

　The　statistical　 mechanics 　is　the　theory 　of　mediating 　between　 macroscopic 　and 　 microscopic 　physics．

Macroscopic　quantities　are 　to　be　given　by　coarse −graining （some 　average ） of 　physical　 ones 　of　interest．
Coarse−graining　is　of 　indispensability　to　statistical　 mechanics ．　 We 　propose　 a　 variational 　principle　for

coarse −graining 　as 　a　new 　principle　in　statistical 　mechanics 　and 　show 　that　the　variational 　principle　leads　to
the　fundamental 　formula　of　wide 　fame，　which 　one 　has　already 　used ．

1． は じ め に

統計力学 の 基本仮定 は

A ＝ 〈A＞ （1．1）

で 与えられる 。 た だし、A は物理 量 A の 長時間平均、

〈A ＞ は ミク ロ カ ノ ニ カ ル ・ア ン サ ン ブル に っ い て の

平均で あ る 。
ミク ロ カ ノ ニ カ ル ・ア ン サ ン ブル と は可

能 な ミク ロ 状態の すべ て が 等 しい 確率で 実現 し （等重

率 の 原理 と よば れ る）、 そ の 1っ 1 っ に 体系 の 1 っ 1

っ を対応 さ せ た体系の 集団で あ る 。 こ の 基本仮定

（1．1） が 成立する こ とを力学的 に 証 明 しよ う と す る の

が、い わ ゆ るエ ル ゴ ー
ド問題 で あ る。エ ル ゴー

ド問題

は こ れ まで は数学的な 面が強調 され て きた様 で あり、

満足の い く結論 に は達 して い な い よ うで あ る
1）

。 した

が って 、 も っ と物理 的な面 や異 な る 観点か ら、統計力

学の 基本仮定 （公式） の 導出を調 べ る こ と は意味 の 無

い こ とで は な い で あ ろ う。

　統計力学 が マ ク ロ と ミク ロ の 物理 学 の 橋渡 しをす る

理 論 で あ るか ら、粗視化 は必 要 不 可 欠 で あ る と い う こ

とに 注意 した い 。

　 こ の 論文 の 目的 は、 統計力学 の 新 しい 原理 と して 、

粗視化に関す る変分原理、すな わ ち 「物理 量 A の 測定

値 A 。b は長時間平均 A が 粗視化量 （§ 2 を参照） に 対

して停留値 を とる場合 に か ぎり実現する」 とい う原理を

提案 し、そ の 変分原理 か ら基本公 式 ： A 。b ＝＜A ＞ を導

くこ とで あ る。 A −
〈A ＞で はな い こ とに注意 したい

。

2． 粗 　視　化

　Van　Kampen に 従 っ て
2 ）・3）

、 粗視化 に っ い て 説明

す る。 粗視化 は マ ク ロ な物理 量 の 測定 の 精度 に マ ッ

チ す る よ うな 物理 的要請に した が っ て 行うもの とする。

因 に 、 von 　Neumann は 演算子の 交換可能性 と い う要

請の み に した が っ て 行 っ た 。

　統計力学の 基本公式 の 導出に は、 自由度の 非常 に 多

い、閉 じた マ ク ロ な体系 を 考え れ ば よ い で あ ろ う 。 な

ぜ な ら、開い た体系 の 公式は 閉 じた体系 の もの か ら導

出で き るか らで あ る
D

。

　ま ず、
マ ク ロ な体系の エ ネ ル ギー

を考 え る。 体系の
　　　　　　　A

ハ ミル トニ ア ン H の 固 有波動 関数 を φ 且（q），φ 2 （q），

φ3 （q），…　 ，こ れ に 対応す る エ ネ ル ギ ー
固有値

を E1、　 E2、　 Es 、
…　　と し、さ ら に

、
　 E ， ≦ E2 ≦

E3 ≦ …　　としよ う。 さて 、
エ ネ ル ギー

の 測定 に は

あ る不正 確 さ △ E が 生 じ、そ の order の 範囲 で は エ ネ

ル ギーの 値を区別で き な い と考える 。 した が っ て 、
エ

ネ ル ギー
固有値 を △ E の order で グ ル ー

プ 分 け する 。

その 一
っ を ［△E］N とす る 。 か くて 、

エ ネ ル ギ ー
は

［△E］1，［△ E］2， ［△ E ］3， ・・。に グル ープ 分 け

され る。 こ れを エ ネル ギ ー・シ ェ ル （殻） と い う。 こ

れ に 対応 して、波動関数 もグル
ー

プ分 け され る 。
マ ク

ロ な エ ネ ル ギ ー値が EN の エ ネ ル ギ ー・シ ェ ル

［△E］N に 含まれ る波動関数を ｛φ
（N ）

b φ
（N ）

t，φ
〔N
  ，

．・・
， φ

tN）
Ω｝ とす る。

　　　　　　　　　　　　　　　 ム
　さて、マ ク ロ な ハ ミル ト ニ ア ン ｛H ｝を次式 で 定 義

す る 。

A

｛H ｝φ
Pt），＝ EN φ

（N），，　（r＝1， 2，

　　　　　　　　
…
　 ，Ω ；Ω 》 1）　 （2．1）

　次に 、 注 目す る 物理 量 を A と し，こ れ に 対す る演算
　 　 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　A

子をA とする 。 Van　Kampen に よ れ ば
s ）

、
　A の 時間的

変化 が緩慢 で あ る と き は 、 φ1 （q），φ 、 （q），φ 3 （q），
　 　 　 　 　 　 　 　 A
…　 を底 とす る A の マ ト リ ッ ク ス 要素 は、対角線 の
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近 く以外で は そ の 値が 非常 に 小 さい こ とが示 され て い

　　　　　　　　　　　A 　　　　　　　　　　　　　　　　A 　　　　　　　　　　　　　　ハ
る 。 した が っ て、演 算 子 A の 代 わ りに A ’

を 考え、A ’

の マ トリ ッ クス 要素 は異 な る エ ネル ギー・シ ェル 間の

要素が 0 に な る とす る 。 こ れ は そ の よ うな要素が小さ

い か らで はな く、 数が少な い とい う こ とで正当化 され

る と考え る
2）・3）。

　　　　　　　　　　　　　　　　　A

　 エ ネ ル ギー・シ ェル ［△ E］N 内で 、 A ’
を対角線的

　　　　　A

に しよ う。 A ’
の 固有植を A 、，　 A2，　 A ，， …　　 と

し、さ らに A ，≦ A 、 ≦ A3 ≦ 。・・とする。
エ ネル ギー

の 粗視化 と同様 に 物理 量 A の 粗視化を行う。

　物理 量 A の 固有値を測定の 不正確 さ （誤差） △ A の

order で グル ープ 分けす る。そ の
一

っ を ［△ A ］J とす

る。か くて 物理量 A の 値 は ［△A ］、，［△A ］2， …　 ，

｛△ A ｝K に グ ル ープ分け され る 。 こ の 各グル ープ を セ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ
ル （細胞） とい う。

マ ク ロ な ハ ミル ト ニ ア ン ｛H ｝ と
　　　　　　　　　　　　ハ
同様 に、マ ク ロ な演算子 ｛A ｝ を次式 で 定義 す る。

　 ハ
　｛A ｝gO　」j＝AJ ψJi （」 ＝ 1，　。　 e ・ ，

　　　　 K ；」
三1，

…　 ，ω 」 ：ω J 》 D 　 （2，2）

た だ し、

　 　 　 　 　

　 ψ」」
＝Σ U ．，Jj φ

〔N）．　　　　　　　　　　　　 （2．3）
　 　 　 r＝1

で あ る。 ま た は逆 に

　 　 　 　 K 　　ω 」

　φ
〔N ＞．＝Σ　Σ UJj．，ψJi　　　　　　　　　　 （2，4）

　 　 　 　 J＝1j ＝1

た だ し、

　 UJi．，＝U ，為　　　　　　　　　　　　　　　　　（2，5）

　　　　　　　　　　　 A 　　　　　　　　　　ハ
で あ る。 変換 （UJj，．） は ｛H ｝ と ｛A ｝ を与 え て も、

各セ ル の マ ク ロ な性質が 同 じに 保 た れ る範囲 で 、 非常

に 多 く存在す る と い うこ と に 注 意 しよ う。

　 ［△ E ］N の 殻内の 固有関数 の 数 を Ω 、 そ の 中 の 細胞

数 は K、そ して ［△ A ］J の 細胞内の 固有関数の 数 を

ω J とす る と

　 K

　 Σ ω J
＝Ω　　　　　　　　　　　　　　　（2．6）

　 J≡1

が成 り立 つ
。

ω J （J ＝1， 2，。。・，K ） は 粗視

化 に 関す る量 で あ り、 こ の 論文 で は粗視化量 と呼ぶ こ

と に す る。
　　　　　　　　　　　　　　　　　 A

　物理 量 A の 値 を 測定す る 立場 で は 、 A もマ ク ロ な
A

｛A ｝ も実験誤 差内で 等 しい 結果 を与 え る と い う こ と

に 注 意 しよ う。 こ の よ うに、興 味 の あ る マ ク ロ な 演 算
　　ハ　　　　　　　ハ　　　　　　　ム
子 ｛H ｝，｛A ｝，｛B ｝，

・・。を構成 す る と 、 こ れ ら
．

の マ ク ロ な演算子 は互 い に交換可能とな り、 した が っ

て、同時測定可能 に な る の て ある。こ の 論文 で は、 1

っ の 物理 量 の 場合 に つ い て の み議論する 。

3． 定 式 化

　マ ク ロ な体系の エ ネ ル ギーが EN で あ る とす る 。 時

刻 t の 体系の 量子状態 は

　 　 　 　 　 　

　 Ψ （t） ＝ Σ a ，（t ）φ
（N）

r

　 　 　 　 　 r；1

　 　 　 　 　 Ω　 　　 　　 K 　 ω 亅
　　　　 ‘Σ a ，（t）Σ　Σ UJi，，　 il　Jj
　 　 　 　 　 r＝［1　　　　　 J＝1　」＝1

　 　 　 　 　 K 　　ω」
　　　　 ＝＝ Σ Σ α Jj （t）ψJi 　 　 　 　 　 （3．1）
　 　 　 　 　 」

＝1 ｝
＝1

で 与え られ る 。 た だ し、

　 　 　 　 　 　 　

　 α Jj （t）＝ Σ a ，（t ）UJj，，
　 　 　 　 　 　 v；1

　 　 　 　 　 　 　

　　　　 ＝ Σ a ，（0）U 」」，rexp （
− i2π E．t／h）

　 　 　 　 　 r＝1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．2）

で あ り、h は Planck 定数 で あ る。規格化条件か ら

　 K 　　ω」
　 Σ Σ iα Ji （t） 12＝1 　 　 　 　 　 （3．3）
　 J＝1j＝1

と な る 。

　量 子力学に従え ば 、
マ ク ロ な物理 量 ｛A ｝の 期待値

は

　　　　　　　　　　　ハ
　 A （t）＝ 〈Ψ （t）1｛A ｝1Ψ （t）＞

　 　 　 　 　 K　 　 　 　 　 　 　 　 J

　　　　 ＝Σ　Σ AJ　lα Ji （t）12
　 　 　 　 　 J＝1F1

で 与え られ る 。

期待値の 長時間平均 は

A 一
墨蛤 ∫1・・A （・）

　 　 　 K

　　＝Σ A ，P， （ω J）
　 　 　 J；1

と な る 。 た だ し、

・・ （・ ・）
一
撫 十∫r・・ 1・ ・ （・）1・

　 ω J　 Ω

＝ Σ ［Σ　1UJ」、，121a 、（0）12
　 j≡1r ＝1

（3．4）

（3，5）
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十 Σ （UJ卜，Ui・．、）（a ， （0）a ；（0））］
rキ sE

，‘Es （3．6）

§ 2で 述べ た よ うに、変換 （U ，i、．） は各セ ル の マ ク ロ

な性質が 同 じに 保 たれ る範囲で 、 非常 に 多 くあ る。 し

た が っ て、変換 （UJ、“） に よ っ て PJ （ω 」） の ω 」 依

存性が 異 な る こ とに な る 。

規格化条件 （3．3）よ り、PJ （ω J） は

　 K

　 Σ　PJ （ω J）＝1　　　　　　　　　　　　　 （3．7）
J；1

を満す 。

　von 　Neumann2）
は次の よ うな観測者平均 ；

　 《IUJS，12》＝ 1／ Ω　　　　　　　　　　　（3．8）

　 《U ， 1．rUJ 」．。》 ＝ 0　 （r ≠ s ）　　　　　　　 （3．9）

を導入 し、 こ れ らと （3．6） お よ び規格化条件

　 9

　 Σ lar（0）12＝1 よ り
　 r＝1

　 PJ（ω 」）＝
ω J／ Ω　　　　　　　　　　　　　（3．10）

を 得た 。 （3．1G） を （3．5） に 代入す る と

　 　 　 　 　 K

　 《A 》＝Σ A 」 ω J／ Ω ＝ 〈A ＞　　 　　　（3．11）
　 　 　 　 　 J≡1

が成 り立 っ 。 しか し、我 々 は （3．8）、（3．9）等 の 仮定

に 満足 で きな い の で 、 別 の 観点か ら問題を議論した い 。

4． 変 分 原 理

　我 々 は 統計力学 の 新 しい 原理 と して、粗 視化 に 関す

る変分原理 、 すな わ ち 「物理量 の 測定値 A 。b は 長時間

平均 A が 粗視化量 ω J （J ＝1， 2， …　　 ，K ） に

関 して 停留値を と る場合にか ぎ り実現す る 、 す な わ ち

　 ∀ δ ω J （J ＝1，2 ，…　 ，K ） に 対 して

　 δA ＝ 0　　　 　　　　　　　　　　　 （4．1）

」 とい う原理を提案す る 。 変分原理 に っ い て は、付録

で 簡単 に 説明す る 。

　
一

般 に、測定値A 。b は粗視化量 ω J （J ＝1，2，・・

・，K ） の 変分に依存 しない と考 え られ る 。 した が っ

て、測定値 が変分原理 に よ っ て 決定 され る こ と は 、 物

理 的に も リ
ーズ ナ ブ ル で ある と云 え る 。

　そ うす る と、こ の 変分原理 か ら統計力学の 基 本公式 ：

A 。b ＝ ＜A ＞を導出で きる こ とが示 せ る。 た だ し、

A ＝ 〈A ＞ で は な い こ とに 注意 した い 。

5．　 基 本公式の 導出

　我々 は前節の変分原理 （4．1） か ら 、 統計力学 の 基

本公式 を導 こ う。拘束条件 （3．7） の あ る 停留値問 題

とな る か ら、 適切 な方法 と して Lagrange の 未定係数

法を用 い る。ま ず

　 　 　 　 　 　 　 　 K

　A
’

≡ A 十 λ （Σ P ， （ω J）
− 1）

　 　 　 　 　 　 　 J＝1

を定義 して

　 δA
’

＝ 0

を用 い れ ば よ い 。 そ うす る と

　 　 　 　 　 K

　δ A
’＝Σ ｛（AJ 十 λ）△ PJ （ω J ）

　 　 　 　 J＝1

　　　 − （A ， 十 λ）△P 且 （ω 1）｝δω J ＝0

（5．1）

（5．2）

（5．3）

（5．3）を得る と きに （2．6）を用 い た 、 ま た A ， は AJ

の 最小 の 値 と した。た だ し、

　 △P 」 （ω J）＝ ｛PJ （ω J十 ε ）
− PJ（ω 」

一
ε）｝／2ε

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．4）

∀ δω 、 に 対 して、（5．3） が 成 り立っ た め に は

　（AJ 十 λ）△PJ （ω ）＝：（A ， 十 λ）△ P1 （ω ）

　　　　　　　 （J ＝1，　2，　…　　 ，K ）　　（5．5）

を得る 。 さ ら に、（5．5） の 差分をとる と、一
般 に 次式

を得る 。

　△ tPJ
（ω J）＝ 0　（J＝1，　2 ，　…　　 ， K ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．6）

（5．6） は （5．4） を考慮す る と

　PJ （ω J 十 2 ε）
− 2P， （ω J）十 PJ （ω J

− 2 ε ）＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5．7）

と表わせ る。

　 さて 、

　　　　　　 co 　　　　　　　　　　　　　　　　　co
　P 」 （ω J）＝Σ　c 、J ω 」

6 ＝Σ　CB ω J9 　　　　 （5．8）
　 　 　 　 　 S＝−oo 　 　　　　　 S＝− oo

と置 こ う 。 第 2 の 等式 は PJ （ω 」）が J に よ らず同 じ
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形 の もの
、 そ れ ゆ え よ り

一
般的な もの を求 め た い た め

で あ る。（5．8）を （5，7） に 代入す る と

c．．＝0 （s ≠ O， 1）

と な る 。
か くて

P 」 （ω J）≡Co 十 c 且 ω J

（5．9）

（5．10）

とな る 。 条件 PJ （0）＝ 0 と （2．6） と （3，7） よ り

c 。
＝0 ， c1

＝ 1 ／Ω （5．11）

と求まる 。 した が っ て 、 （5．11） を （5．10） に 代入 し

て

P」 （ω J ）＝
ω J／ Ω

を 得 る 。 結局、 我 々 は変分原理 よ り

　 　 　 KA

。b
＝Σ AJω 」／ Ω ＝ 〈A ＞

　 　 J＝＝1

（5．12）

（5ユ3）

を得 る。

　か くて、我 々 は
“
粗視化 に 関す る 変分原理 （4．1）”

よ り統計力学の 基本公式 （5，13） を導 出 す る こ と が 示

せ た。熱平衡 の 統計力学の 基本公式 はA 。b ＝ 〈A ＞で

あ っ て 、 A ＝ ＜A ＞で は な い 。

6．　 ま　 と　め

　統計力学 は マ ク ロ と ミク ロ な物理 学 を橋渡 しを する

分野で あ る 。 した が っ て、粗視化 は統計 力 学 に っ て 必

要不可欠で ある 。 我 々 は統計力学の 新 しい 原理として、

粗視化 に 関す る変分原 理、すな わ ち 「物理 量 A の 測定

値A。b は長時間平均値 A が 粗視化量 ω J （J−・1， 2，

…
　，

K ） に 関して 停留値 を と る場 合 に か ぎ り実現す る 」 と

い う原理 を提案す る。 そ うす る と、そ の 変分原理 か ら

熱平衡 の 統 計 力学 の 基本公式 ： A。、 ＝ 〈A ＞ を得 る。

た だ し、A ＝ ＜A ＞で な い こ と に注意 したい 。

付録．変分 原理

物 理 の 法則 は あ る 関数 x （t） あ よ び そ の 導関数
ロ
x （t）を含む式 を被積分関数 と す る定積分

　 　 　 　 aし
　1 ＝∫助F （x （t），x （t））dt　　　　　　（1）

の 停留値問題 の 形 、 す なわ ち ∀ δ x （t） に 対 して

　 　 　 　 　 　 Eユ　　　 　　　　　 　　　　 　　　　ゆ
　δ 1 ＝δ ∫II　F （x （t），　 x （t））dt＝0 　　　（2）

で 表わ され る もの が 多 い 。 こ の よ うな形 で 表わ され る

もの を、一
般 に 変 分 原 理 とい い 、物理 法則 の 記 述 に お

け る極 め て 基本的な 原理 と み な さ れ て い る 。

　こ の 論文 と関連 した簡単 な例 と して 、
F ＝f （x （t））

の 場合を考え る。 変数 t の 領域 ［a 。，a 互］ を N 個 の

微小領 域 に 分 割 し、 関数 x （t） を 不 連 続 な 量

X 。（n ＝L2 ，…　　，N）で 近似す る と

　 　 NI
＝Σ f（Xl ）△tn

　 n ；＝1
（3）

と表わ せ る 。 た だ し、 x 。
＝a 。 ，　 XN ＝al そ し て

△ t．は n 番 目の 微小領域 の 大 き さで あ る。

　一
方、長時間平均 A の 式を考え る 。 （3，5） と （5，8）

か ら

　 　 K　　　　　　　　　　　　 K
A ＝Σ AJPJ （ω J）＝ Σ AJP （ω 」）
　 　 」−1　　　　　　　　　　 J＝1

（4）

と表わ せ る。（3） と （4） を比較 す る と次 の 量 が 対 応

す る ：

Jen ，ω J ← シ x 。，　 AJPe △ t。f （5）

こ の 形式の 類似性 と § 4で 述 べ た理 由 か ら、我 々 は統

計力学の 基本原理 と して 粗視量 に関す る変分原理、す

な わ ち ∀ δ ω 」 （J ＝1，2，…　 ，K ） に 対して

〇
　二∂

　
ω（P

　
　AKΣ

＝
　

J
δ己

一
Aδ （6）

を原理 と して 採用す る。

　変分問題 は、普通 は （1） の F を与え て、（2） を

満 た す関数 x （t）を求 め る問題 で あ る 。 しか し、我々

の 場合は 、 関数 x （t）に相当す るω J （J ＝ 1，2，…　　，

K）を与え て 、（6）を満 た す 1 に相当す る A を求 め

る問題とな っ て い る。
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　追　　　記

　（5．3） と （5，12） は矛盾 して い る の で、（5．2） の 変

分原理 ： δA ≡G 、
の 代 わ り に δA ＝ o （A ／ Ω）駕 O

（Ω》 1）を用 い な ければな らな い 。
o （A ／ Ω） は A

／ Ω の order の 微小量を表わ す。 正確に 0で な い の

で、こ の 原 理 を準 変 分 原 理 と呼 ぼ う。そす る と準 停 留

値問題 と して 矛盾 の な い 議論が で き る 。
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