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Abstract

　This　paper　deals　 with 　 numerical 　solutions 　 of 　singular 　integral　equations 　in　interaction　problems 　of

elliptical　holes　 under 　general　loading，　 The　problems 　 are 　formulated　as　a　system 　of　singular 　integral
equations 　with 　Cauchy−type　singularities

，
　 where 　the 　densities　of　body　forces　distributed　in　the　x − and

y−directions　are 　to　be　unknown 　functions．　In　order 　to　satisfy 　the　boundary　conditions 　alollg 　the 　notches ，
several 　types　of 　fundamental　density　functions　are　proposed ； then

，
　the　body 　densities　are 　approximated 　by

alinear 　combination 　of 　the　fundamental　density　functions　and 　polynomials ，　The　accuracy 　of　the　present

analysis 　is　verified 　by　comparing 　with 　the　reslllts 　obtained 　by　the　previous　method ．　The　present　method 　is
found　to　give 　rapidly 　converging 　numerical 　results　for　stress 　distribution　along 　the　hole　boundaries．
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　前報
ω

に お い て 体積力法 の 特異積分方程式 を 用 い た

外側切欠 き問題 の 高精度解析法を考察 した。 その 結果、

未知関数で あ る体積力密度 を基本密度関数と多項式の

積 で 近似する数値解析法 の 有効性が 確認 され た 。 そ こ

で 本 報 で は応 力集中の 干渉問題の 最 も基本的な 問題で

あ る、無限板中 の 2 だ 円孔 の 干渉問題の 高精度解析法

を考察す る 。 しか し、こ の 問題 は 、 前報の 外側切欠き

の 問題 と異 な り個 々 の だ 円孔で は、Xi軸 に っ い て 対称

で あ るが、y，軸 につ い て は対称 で は な い （i；1
，
2）。

したが っ て 、前報の 解析法とは異な る手法を取 り入 れ

る必 要が あ る と考え られ る 。 こ の 点を、図 1 の 半無限

板 の 斜 め縁 き裂の 問題を例に と っ て 説明する 。 こ の 問

題 は 混合 モ ード問題で あ るの で、き裂 とな る べ き境界

面上 に は 、
モ ード1型 とモ

ー
ド II型 の 集中力対を分布

さ せ る
（2XS ）

必要が あ る。同様 に して 、図 2 の 2 だ 円孔

の 干渉問題 に お い て も境界条件を満足 させ るため に は、

き裂問題 と同 じ表現を用 い る とす れ ば、点 A ，B で は

モ ー
ド 1型 の み、点 C で は モ ード1，II型 の 集中力 を

分布 させ る が必 要 あ る と考 え られ る 。

　上 述 の 点 を確 か め る た め に、まず 図 2 の 問題 を従来

の 体積力法 で用 い られ て い る基本密度関数 ［無限板中

の 1だ 円孔 を厳密 に 表現す る 体積力密度 （モード型 Dユ

と多項式の 積で 近似す る方法で 解析す る 。 本解析法で

は境界上 の 応力が 容易に 求め られ る こ とか ら、 境界上

の 応力分布を求め境界条件の 満足度を確認す る 。 そ の

結果、モード 1型 の み の 基本密 度関数 を 用い る 方法 で

は 、 境界条件 を完全 に は 満足 させ る こ とが で き な い 場

合が あ る こ とを示 す 。

　そ の 解決策 として、境界条件を完全 に 満足させ る た

め に、新しい 基本密度関数 （モ ー ド II型 ） を 定義 す

る。 こ の 基本密度関数を用 い て 同 じ問題を解析 し、 従

来の 体積力法 で は完全 に は満足 させ る こ とが で きなか っ

た 境界条件を 、 こ の 解析方法 で は完全 に満足 させ る こ

と が で きる こ とを示す。

↑↑↑

↓ ↓ ↓
図 1　 半無 限板 の 斜 め縁 き裂

＊
福 島工 業高等 専 門 学 校 　機 械 工 学科 （い わ き市平 上 荒川字長尾 30）
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図 2 無限板中 の 2 だ 円孔
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2．　 従来の 基本密度関数の みを 用い る場合の 解

　　析法

　本解析方法 を図 2 に 示 す よ うな遠方 で
一

様な x 方向

の 引 張 応 力 σ ：お よ び y 方向 の 引張応力 σ rを受 け る

無限板中の 2 だ 円孔 の 干渉問題 を例 に と っ て 説明す る。

こ の 問題 は 、 重 ね合 わ せ の 原理 に 基 づ く体積力法の 考

え 方 に よ り、無限板中の x 軸 に つ い て 対称 な 2点

匚ξ＝＝± （d ＋ acos φ），η
＝bsinφ ］に x ，　 y 方向 の

集中力が 働 くと き の 任意 の 点 （x ＝d＋ acos θ ，y ＝＝b

sin θ） の 応力場 の 解 を用 い て 解 くこ とが で き る〔’e） 
。

こ の と き問題 は 、 だ 円孔 とな るべ き仮想境界上 に 分布

させ た x，y 方向の 体積力密度 ρ ．（φ），ρ ，（φ）を 未知

関数 と す る 特異積分方程式（1）で 表現 され る。

　 （−m ）｛A （θ）。・S2θ。＋ρ，（θ）・in2e。｝
　 　 　 　 2π

炉 （棚 一

漏灘 ；野　（1．。）

　　（−12）｛一ρ．（θ）＋ Py（θ）｝sine ・。・Sθ・

轡 ・棚 ・圃

£婁：1紫
”

　（1．、）

式（1）の 第二 項お よ び第三 項 は、lfsin｛（θ
一

φ）／2｝の

特 異 性 を 有 す る 項 を含 ん で い る
〔3）

。 そ の た め θ＝φの

場合 に は Cauchyの 主値を と る もの とす る 。

　特異 積分方程 式 （1）の 未 知 関 数 で あ る Px （φ），ρ，（φ）

はだ 円孔 と な る 仮想境界 の 微小要素ds＝＝研

に 作用 す る力 の ξ，η方向 の 成分 を そ れ ぞ れ dF ，，　 d

F ，
，
と す る と き次 式 で 定 義 さ れ る。

Px・・爵 … 曙 　 　 、，）

　 もし体積力 の 密度 と して 通 常 の 密度 の 定義 に 用 い ら

れ るよ うに、境界 に 沿 っ た長 さ当た りの 定義 ［ρ ；（ip），

ρg（φ）コを用 い る もの とすれば特異積分方程式（1）の

解法 は、未知関数 ρr（φ），ρg（il）を重み関数p ．（φ），

p ，（φ）と基本密度関数の 積 で 近似 して 解 く こ と に相

当 して い る。

　P；（φト嘩畢 。
。 （φ）． ρ、（φ）nx （φ）

・1・φ噛 ・

艶・… 醐 φ・ 　 …

こ こ で、n、（φ），　 n
，（φ） は仮想境界上 の 点 （x ，y） に

お け る単位外向き法線 ベ ク トル の 座標成分 で ある 。 式

（3）中 の ρ．（φ），ρ y （φ）が 重み 関数で あ り、 n．（φ），

n
，（φ）が 基本密度関数で あ る

〔
％

　前報 と1司様 に、未知関数 を連続関数 と して 近似す る

た め に 、 Px（φ），ρ ，（φ） を次式で 表現 す る。

　 　 　 MI

ρx（φ〉冨 Σa
囗
t
。（φ）

　 　 　 ”・1

  （φ）＝cos｛（＃！2一φXn−1）｝

　 　 　 MhM2

P・ （φ丶潔． 1
％ s・（φ）

s
， （φ）＝oos ｛（πノ2一φXn・M ・1）｝

　 　 　 Ml ＋M2

ρy（φ〕P Σ b
・  （瑰ユ

　 　 　 n＝1
  （φ）＝ 。os｛（π！2・φXn−1）｝

（
一

π ／2≦ θ≦ π ／2）

（1≦ n ≦M1 ）

（π ／2≦ θ≦ 3π ／2）

（M1 十 1≦ n ≦M ）

（4）

　 こ こ で M1 ，　 M2 は、そ れ ぞ れ 0≦ θ ≦ π ／2，π ／2 ≦

θ ≦ π の 選点数で あ り、 総選点数 は M ＝　Ml ＋ M2 で

あ る。した が っ て、式（4）は、ρ 。（φ）を
一

π ／2≦ θ ≦

π ／2で Mi 次、π ／2≦ θ≦ 3 π ／2で M2 次の 多項式 で

近似 して、ρ ．（φ）を 0≦ θ ≦ π で M ＝M1 ＋ M2 次 の

多項式で近似す る こ とを意味 して い る 。 こ こ で 、 ρ i

（φ） を t，（φ）と s。（φ）の 2 っ の 多項式で 近似す る 理

由 は、φ
＝

π ／2 に お い て n 。（φ）＝−Oで あ るの で ρ訳φ）

が φ＝
π ／2で 連続 で もρ ．（φ）は φ＝

π ／2 で 不連続 と

な るた め で あ る （っ ま り、 2だ 円孔 の 干渉 に よ っ て ，

ρ ’（π ／2）≠ 0 とな るが、n、（π ／2）＝0で あ る た め に ，

ρ．（π ／2− 0）＝十 。 。 お よ び p ．（π ／2十 〇）＝− D 。 とな る）。

　以上 の 離散化 の 方法に よ り、式（1）の 特異積分方程

式 は、係 数 a 。，b。に っ い て の 2M 元 の 連 立 方程式 に

還元 され る 。

　　葺（。 A ，
＋ bna）一 （agxo…

2θ。・・ず・i・ ・
θ。）

鶚
1

　　Σ （％ Cn ＋bnD
。）＝ 一（げ

・ぜ ）sin％coseo 　　　　　（5）
　 n ＝1

一
】0 一

N 工工
一Eleotronio 　Library 　



Fukushima National College of Technology

NII-Electronic Library Service

Fukushima 　National 　College 　of 　Teohnology

松尾 ：特異積分方程式を利用 した だ 円形境界 か らな る応 力集 中問題 の 数値解析法 （2）

　任意の 点の 応力 は 係数 a。，b、と An〜D 、に相当す る

影響係数の
一

次結合で 表され る 。 以上の 解析の 方法に

よ り、無限 板中 の 等 大 2だ 円 孔の 境界上 の 応力分布な

らび に 最大応力を求 め る 。

3．　従来の基本密度関数のみ を用 いた場合の 解

　　析結果

　図 2 の 無限板中の 2 だ 円孔の 問題に お い て 、 形状比

が、a ／b＝1，　 d／a ＝3，¢ ＝O，σ 尹
＝1 の 場合の 点 A

（θ ＝0
°
）お よ び点 B （θ ＝ 180

°
）に おけ る応力集中係

数 の 値 の 収束状況を階段関数 を用 い た体積力法 の 解析

結果 と と も に 表 1示す。 表中の 階段関数 を用 い た体積

力法の 応力集中係数の 外挿値 （M ＝。。） は、分割数

M ＝48
，
32 に お け る 解析結果か ら求め た もの で あ る 。

本解析に よ る応 力集中係数 は 、 M ＝8 程度 で K 、A ，　 K ，B

と もに Ling の 解析結果
（5） と有効数字 4桁 ま で

一
致 し

て い る 。 こ れ は外挿を必要 とする従来の 体積力法の 解

析 結果 よ り も良好 な収束性 を示 して い る。

　境界条件 （σ ．＝0，τ・、，，＝0）の 満足度 を 確 か め る た

め に 、 だ 円孔縁 に 沿 っ た 応力 σ t，σ ．，τ 。， の 分布 を

表 2 、 表 3に示 す 。 こ の と き選点数 は M −・16で ある 。

表 1 に 示 し た よ うに、最大応力 の 値 は、Ling の 解析

表 1　 応力集中係数の 収束性

本解析法 階段関数を用いた 体積力法

MK 、A KB M K しAK 旧
43 ．022462 ，993504 3，016153 ．00564
83 ，020182 ．992478 3，018232 ，99917
1231020002 ，99246163 ，019212 ．99917
163 ，020012 ．99240323 ，019672 ，99571

483 ．019822 ，99395
。。 （48−32） 3．02012 ．99363

文献 （5） 2，9922

表 2　境界に 沿 っ た応 力分布

θ ［deg．コ σ t σ n τ nt

G． 3，G2001 一
〇．000317 0．000000

20． 2．55390 一
〇，000333 一

〇，000345
40． 1．37677 一

〇，000139 一
〇．000179

60． 0，046210 ，000788 0．00ユ175
80． 一

〇．805G3 0．002580 0．009009
86． 一

〇．88501 一
〇．000609 一

〇，006905
88． 一

〇．9〔夙09 一
〇，000093 一〇，013961

90． 一
〇．91989 0，000000 一

〇．015511
92． 一

〇．92579 0．000093 一
〇，013961

94． 一
〇．92017 0．000609 一

〇，006905
100． 一

〇．79335 一
〇，002580 0，009009

120． 0．10783 一
〇．000788 0．001175

140． L43530 0．000139 一
〇．000179

160． 2．56053 0．000333 一
〇．000345

180， 2，99240 0，000370 0，000000

表 3　 境界 に 沿った応力分布

θ 匚deg．］ σ 匸 σ ロ τ n し

0， 一
〇，33660 0．000646 0，000 00

20． 一
〇，04927 0，000666 0．000691

40． 0．81904 0，000278 0，000358
60． 1．96456 一

〇，001577 一
〇，002349

80． 2．72493 一〇．005158 0．018011
86． 2．76768 0．001219 0．013805
88． 2．79911 一

〇．001865 0．027910
90． 2．82455 0．000000 0，031079
92． 2，83067 0，001865 0．027910
94． 2．79846 一

〇．001219 0，013805
100． 2，70069 0，005158 0，018011
120． 1．85017 0，001577 一〇，002349
140． 0．72476 一

〇，000278 0，000358
160． 一

〇．06917 一
〇，OOO666 0．000691

180． 一
〇．32415 一〇．000640 0，000000

結果 と
一

致 して い る に も関わ らず 、 表 2、3 共 に、境

界上で 0で あるべ きσ n およ び τ 。， の 値は 、 90
°
± 10°

付近で 満足度が 悪 い
。 こ の こ と は、従来 の 解析 で は 、

仮想境界上 に モ ード 1型 の 集中力の み を 分布 さ せ て い

る こ とが 原因で あ る と思わ れ る。こ の た め 図2 で 示 し

た よ う に、混合モ ードと な る θ＝go°付近 の 仮想境界

上 で は、モ
ー

ド II型の 応力成分が打ち消され ず に残 っ

て い る もの と考え られ る 。

4． 新基本密度関数を用い る場合の 解析法

4．1 引 張 問題 の 基 本密度関数 の 定義

　図 2 に示す 2だ 円孔の 干渉問題 を厳密 に 解析す る た

め に 、 式（7）で 定義 さ れ る 補助関数 を考 え る と こ れ ら

の 関数 は、そ れ ぞ れ式（8．a ）〜（8，d）の 関係を満 た す。

　　P；i（Φ）＝ ｛P；（Φ）＋a畷（（x 一φ）｝！2

　　ρ；3（φ）＝ ｛ρ二（φ〉ρ二（埀一φ）｝ノ2

　　P；2（φ）＝ ｛P；（φ）＋Pウ　（x ．φ）｝／2
　　P；4（φ）＝ ｛Pジ（φ〉ρ；（π一φ）｝ノ2　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

　 こ こ で、p ；1 （φ）は p ；（φ）と ρ；（π
一

φ）の 平均

値 で あ り、 ρ〜3 （φ）は p ；（di）と ρ ；（π
一

φ）の 平均

値 か らの ず れ を表わ して い る 。 ρ’2 （φ），ρ；4 も同様

で あ る 。

　　　P二1（φ）＝P；1（π一φ）

　　　P二3（φ）＝一ρ二3（sc一φ）

　　　P；2（φ〉＝P；2（π一φ）

　　　ρ；4（φ）諞
一P；4（1τ一φ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）

　式（8）よ り、 関数 p；i （φ）〜ρノ、（φ）を 0≦ φ≦ π／2 の

範囲 で 求 め る こ と は 、 関 ta　p ；（φ），ρ 薮 φ ） を

0≦ φ ≦ π の 全範囲 で 求 め る こ と に 等 しい 。す な わ ち、

一11一
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0≦ φ≦ π ／2 で ρ ；L （φ）〜p ；4 （φ）が与 え られ るとき 、

式（9）に 示 さ れ るよ うに 0≦ φ≦ π で の p ；Cφ），ρ；（φ）

が与え られ る。

　 P二（φ）＝ ρ二1（中）＋P二3（φ）

　 ρ皇（n 一φ）＝ρ二1（φ〉ρ二3（φ）

　 ρ；（φ〉＝ ρ；2（φ）＋P；4（φ）

　P；（o−ilFρ12（¢〉ρ；4（φ）　 　 　 　 　 （9）

い ま、こ の 問題 の 基本密度関数 w 。1（φ）
〜

w ，d （φ）を

式（10）で 定義 す る と、式（10）は式（8）を満足す る 。

　 W
，1（¢〉＝ n

、（φ）ノCOS φ

　 Wfi （φ〉＝ nx（φ）

　 Wyr （φトny（φ）

　 Wy2（φ）＝ny（φ）cOS φ　　　　　　　　　　　　　　（10）

こ こ で、式（10）巾の w ．3 （φ），Wv2 （φ） は無限板中 の

1 だ 円孔 を厳密 に 表現す る 体積力 密度 の 厳密 解で あ り、

従来 の 体積力法で 用 い られ て い る基本密度関数 匚式（3）

の n、（φ），ny （φ）で あ る。こ の よ う な 関数 を 用 い て

ρ；i （φ）一・　p　；、（φ）を式（11）の よ うに 表現 す る と、基

本密度 に 乗 ず る重 み 関 数 p ．1 （φ）〜ρ ，、 （φ）（未知

関数）が 満足すべ き条件 は 式（12）で 表 され る。

　　ρ：i（φ）＝ Pxl（φ）Wx1 （φ）

　、ρ二3（φ）＝ ρx3 （φ）Wx3 （φ）

　　ρ；2（φ〉＝ Py2（φ）Wy2 （φ）

　　P；4 （φ》ρy4（φ）Wy4 （φ）　　　　　　　　　　　　（11）

　 f（φ）零f（sc一φ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12）

結局、未知関数 ρ駁 φ），ρ ；（φ） は 重み 関数 ρ．1 （φ）

〜p ，4 （φ）と基 本密度関数 w 。、（φ）〜 w
， 4 （φ）を 用 い

て 次 の よ う に表 現 され る。

　　P；（φ）＝ Al （φ）Wxl （φ）＋Px3（φ）w 翼3 （φ）

　　ρ多（φ〉昌ρy2（φ）Wy2 （φ）＋Py4（φ）Wy4 （φ）　　　　　　　　（13）

4，2　特異 積分方程式の 離散化数値解析法

　式（13）の 表 現 を用 い る と 式（1）の 特異積分方程式 は

次式 の よ う に表現 で きる 。

　（−ln）［｛ρxl （θ）／cos θ＋ Px3（θ）｝coszeo

　　　　　　　・｛ρ，、（θ）・P，、（θ）… e｝・in2θ・ユ

ズ蠕 岬 ・｛… （φ・／・・… P・・（・）｝・・c・・¢・o

f輪 一 個 剛

　 ， （tre．
ec

・・
2 θ。＋σ鉾・i・2θ・）

（−112）［一｛ρ． 1（θ）／cos θ＋P．3（θ）｝
　　　　　 ・｛ρ，、（θ）・Py4（θ）… θ・｝・ino・c・・θ。

　 　 2n

魂蠕一 ・一 ・φ）｝・c・・¢ ・o

デ軸 ｛P・2…）・P・
4 ・φ… s・剛

一（げ
一σel°）sinθ・c・・e・ 　 　 　 　 （14）

重み 関数を 式（12）を 満足す る連続関数と して、式（15）、

（16）の よ う に 表 現 す る。

　 　 　 M ／2　　　　　　　　　　 M 尼

ρ翼 1（φ）rc Σ E    （φ），　Px3（φ〉＝ Σb
翻  （φ）

　 　 　 n冒1　　　　　　　　　　　　　 nel

　 　 　 M ／2　　　　　　　　　　M 尼

ρy2 （φ）＝Σ ％  （φ）， ρy4（φ）覃 Σ （ktn（φ）
　 　 　 rt．1　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 n瞬1
  （φ）；ODS｛2（n−1）φ｝

（15）

（16）

式（15）で 定義 され る重み 関数 ρ、1 （φ）
〜

ρ ， 、（φ）は、

次式 で 表わ され る よ う な周期性 と対称性が ある。

ρ（φ）
＝

ρ（φ＋ π ）　　　　　 （周期性）　　（17）

ρ （φ）＝ρ（
一

φ），ρ（π／2十 φ）＝ρ（π／2一φ）

　　　　　　　　　　　　　 （対称性）　　 （18）

すな わ ち 、 未知関数 ρ，1（φ）〜ρ，4 （φ）は 0 ≦ φ≦ π ／2

で 定義 さ れ、φ＝0，π ／2，π で 対称 な 関数 と み な す

こ とが で きる 。

　以 上 の 離散化 の 方法 に よ り、式（14）は 係数 a 。
〜dn

に っ い て の 4M 元 の 連立 方程式（19）に 還 元 され る。

閲（  An ＋b
．h ・らC

，
＋qDri）？J（de．

ecos ・θ。＋・ず・i・・
θ。）

議
　Σ（馬En＋boFn＋ ％Gn ＋IH 。）｝ （◇デ

・（ve
，

e

）sineocos θo
　 nml

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （19）

したが っ て 、だ 円境界上 の そ れ ぞ れ で 適当 に 選 ん だ

M 個 の 点 （φ＝φ。，π
一

φ。，n ＝1，…．，，　 M ／2 の よ

うに 選 ぶ ）で 境界条件を満足 す る よ うに 式（17）の 連立

方程式を解け ば、任意 の 点 の 応力 は 係数 a．〜d．と A 、

〜Dn の 影響係数の
一

次結合 で 表現 さ れ る 。 以 上 の 解

析 の 方法 に よ り、無限板中の 等大 2 だ 円孔 の 境界上 の

応力分布 な らび に 最大応 力 を求め る 。

5．　 新基本密度関数 を用 い た解析結 果 お よび考

　　察

5．1　重 み 関 数 の 収束性

　図 2 に 示 し た 2 だ 円孔 の 干 渉 問題 に お い て 、

a／b− 1、a／d＝2／3，σ 宥＝O，σ V＝1の 場 合、重 み 関 数
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の 収束状況 を表 4 に 示す 。 本解析結果 は、選点数

M ＝8 と M ＝12 の と き有効数字 5 けた 程度 まで 収束

して い て 良好な 収束性を示 して い る。 こ の よ うな良好

な収 束 性 を 示す こ とか ら、連続関数 で あ る 重 み関数を

うまく近似で きて い る もの と考え られ る 。

　 表 4 　未知関数 の 収束状況
（afO ＝・1，　 afd ＝2B ，σ ：≡e，σ V＝1）

θ ［deg．］ M ρ．［ ρ．3 ρ y2 ρ y4

4 一
〇．0301 一

〇，89142 ，98280 ．0528
0 8 一

〇．0401 一
〇，88992 ．97870 ．0615

正2 一
〇，0401 一〇．88992 ．97870 ．0615

4 一〇．0276 一
〇，89722 ，98750 ．0517

208 一
〇，0282 一

〇，89712 ．98530 ．0615
12 一〇．0282 一

〇．89712 ，98530 ．0615
4 一

〇．0062 一
〇．9122 ，99940 ，0457

408 一
〇．0026 一

〇．91353 ，00000 ，0498
12 一

〇，0026 一
〇．91353 ，00000 ．0498

40 ．0180 一
〇，92883 ．01290 ．0457

6080 ，0197 一〇．92883 ．01370 ．0419
120 ．0197 一

〇．92883 ，01370 ．0419
40 ，0338 一〇，93983 ，02170 ．0436

8080 ，0312 一
〇．93733 ．02110 ．0375

120 ，0312 一
〇，93733 ，02110 、0375

40 ．0360 一
〇．94133 ，02290 ，0433

9080 ．0326 一
〇．93843 ，02210 ，0379

120 ，0326 一
〇．93843 ，02210 ．0379

5．2　重み 関数 の 離散化 の方法の検討

　 4節 に お い て 、 新 しい x，y 方向 に つ い て そ れ ぞ れ

2種類の 基本 密度関数 w ．1 （φ），w ．3 （φ），　 w
，e （φ），

w
， 、（φ）を定義 し、未知関数であ る体積力密度 p ：（φ），

ρ ｝（φ）を式（13）で 示 した よ う に
、

こ れ らの 基 本密度

関数と重み 関数p．i （φ），
　 p．s（φ），ρy2 （φ），　 p ，4（φ）の

一

次結合で 離散化 す る解析法 を提案 した 。

一
方 、 従来の

体積力法で は 、 体積力密度を式（3）の よ うに重 み関数

ρx （φ），ρ，（φ） で 離散化す る。 こ れ らの 離散化 の 方法

に よ り、重 み関数 が新 た な未知関数と な る。 した が っ

て、本解析 に お ける 未知関数 の 個数 は 4個、従来 の 体

積力法の 未知関数の 個数は 2個 で あ り、 本解析 の 未知

関数 の 個数 は 従来 の 体積力法の 2倍 に な っ て い る。 こ

の よ うに 増 え た未知関数 を どの よ うに決定すれ ばよ い

か、決定す る に あた り矛盾が生 じな い か とい う疑問が

生 じる 。 こ こ で は、こ の点 に っ い て検討 を行う。

　具 体的 に は、図 2の 問 題に お い て 、 円孔の 境界に 沿 っ

た x 方向 の 体積 力 密度 pl （φ）の 離散化の 方法 を従来

の 体積力法 と本解析法 に よ る実際 の 解析結果 を比較し

て 検 討す る。

　従来 の 体積力法 で は 、 求 め る べ き重 み関数を分割 し

た 各区間で
一

定値 を とる 階段関数で 近似す る。したが っ

て、問題を解くこ と は、分割 した 区間 の 中点 の 境界条

件か ら各区間で
一定値と な る階段 の 高さを求 め る こ と

に 帰着 さ れ る。

　
一

方本解析で は 、 未知関数を新 しく定義 した基本密

度関数と重み 関数の
一
次結合で 表現 し、さ らに 重 み 関

数 を連続関数 と して 近似す る ［式（13）〜（18）コ。 こ の

離散化の 方法に よ り、問題 は 係数 an 〜d、を求 め る こ

と に 帰着 され る 。

　従来 の 体積力法 に よ る実際の 解析結果 と して 、 図 2

の 問題 に お い て 、 分割数 M ＝2で、形状比 が a／b＝1，

a／d＝・O．9 の 場合、 x 方向の 体積力密度 p ：（φ）を近似

した 結果を 図 3 に 示す。こ の と き 、 求め るべ き未知数

は 、 2分割 した そ れ ぞ れ の 区間の 階段 の 高 さで あり 、

重み関tWp．9 （φ）に つ い て 2個で あ る 。

　
一

方 、 本解析法を用 い て、図 3 と同 じ形状で 解析を

行 う。選 点 数 が M ＝ 2の 場合 に お い て 、x 方向の 体積

力密度 ρ 1（φ）を近似した結果を 図 4 に 示す 。 解析 に

お い て、解析可能 な最低 の 選点数は 、 式（15）で 示 した

重 み関数の 離散化 の 方法 に よ りM ＝2で ある。 こ の と

き求 め るべ き未知数 は、係 数 a。，b．で あ る 。
　 M ＝2 の

場合 の 重 み関数を離散化 した形を ρ．1 （φ）を例に と っ

て 示 す と、

　 　 　 2！2
ρ属 1（φ）犀 Σ％cos｛（跏一1）φ｝＝ aユoos ｛（跏 一1）φ｝
　 　 　 nil

　　　　　　　　　　　　 ＝aToos 　O冨 a1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（20）

と な る。 したが っ て、こ の 場合、重 み関twρ．1 （φ）に

っ い て、一
定 の 係数 a 乳 を決め る こ と に な る。ま た、

重 み 関数 ρ．3（φ）につ い て も同様 に して 、

一
定 の 係数

b ， を決め る こ と に な る。す な わ ち、決 定 す べ き未知

数 は、選点数が 2 の 場合 ρ頁 φ）に 関 して、al ，
　 b！

の 2個 で あ り、階段関数を用 い る従来の 体積力法 の 分

割数が 2 の 場合 と同 じで あ る。

　結局、本解析法で は 、 従来の 解析法 と比較す る と、

未知関数 は 1個か ら 2 個 に 増 え るが 、 式（17），（18）に

示 した よ う に 、 そ の 定義域 は 0≦ φ ≦ π か ら 1／2 の

0≦ φ≦ π ／2 の 範囲 （di　＝ ・O，π ／2，π に 対称 な 関数）

とな り、 従来 の 体積力法 と比べ て 離散化 の 自由度 は 同

じで あ る。

　ま た 、 図 3（d）、図 4（d）は解析 に よ っ て 得ら れ た 重

み 関 数か ら計 算 され た体 積 力 密 度 ρ1（φ）の 値で あ る 。

選点数が 2 と少 な い た め に 両者の 間 に 差 は あま り生 じ

て い な い が、選点数を増加 させ る と本解析結果が真の

体積力密度完全 に 収束す る の に 対 し、 階段関数 を用 い

る場合分割数を 増加 させ て も体積力密度が収束しない 。

こ こで 、図 3、4 に 示 し た 体積力密度 ρ ；（φ）の 図 は、
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本解析 に お い て 求 め た もの で あ るが 、 解の 収束性 （表

5 ） と高 い 境界 条 件 の 満足 度 （表 6、7） を 確認 して

お り真の 密度 で あ る と考 え られ る 。

解析 で は、境界上 で 0 で あ る べ き、 σ ．，τ。t の 値 は 円

孔縁全 周 に お い て M ＝8程度 で も 10
−5

以下 で あ り、

高い 境界条件 の 満足度 が 確か め られ た 。

5．3　境界条件 （σ ．＝O，τ ，，＝0）の 満足度の 検討

　本 解 析 に よ る境界条件 の 満足度 を確 か め る ため に 、

図 2 の 問題 に お い て 、 形状 比 が afb
＝1，　 a ／d− lf3，

σ r解0，σ ，E＝1 の 場合、円孔縁 に お け る応力 σ 、，σ ，、，

τ ，、．の 分布を 表 5に、σ 卜 1，σ r＝0 の 場合 の 分布 を

表 6 に 示す。表 2，3 で 示 し た よ う に、式（1）の 未知 関

数 ρ 延φ），ρ 凱 φ）を多項式 の み で 近似す る 方法 で

は、境界 Lに モ
ー

ド II型 の 応力成分 が 残 り、境界条

件を完全 に は 満足 させ る こ とが で き な か っ た 。

一
方本

5．4　 2円孔 の 干渉問題 の最大応力 の収束性

　形 状比 が a／b＝1，σ ：＝・O，σ V・＝1応力集中係数 の

収束状況 を Ling の 解析結果
〔5） と と もに 表 7 に 示 す 。

表中の θは最大応力が生 じる位置 で あ る。 本解析結果

は M ＝ 16程度 で 有効数字 6桁ま で 完全 に 収束 し て い

て 良好な 収束性を示 して い る 。 Ling の 解析結果 と比

較す る と、a ／d が小 さ い と き両 者 は よ く一致 す る が、

a ／d が大 き くな る に っ れ て、本解析結果 と の 間 に 最大

2％ 程度 の 違 い が生 じ る 。
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図 3　 従来の 体積力法にお け る密度 関数 ρ；（φ）の 近 似 （分割 数 2 の 場合）
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図 4 本解析 に お け る密度 関数 ρ ：（φ）の 近似 （選点数 2 の 場合）
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松尾 ： 特異積分 方程式を利用 しただ円形境界か らなる応力集中問題 の 数値解析法 （2）

　 表 5　境界上 の 応力分布
（a／b＝1，d∠a ＝3，σ 雪＝O，σ V＝1）

θ 匚de ．］ M σ し σ n τ nL
4 3．Ol88 一9．4 × 10

−4 0
0 8 3，0197 一2．9x10

−6 0
12 3，0197 一4．9 × 10

−9 0
4 1，37598 ．1 × 10

−18 ．1× 10
−1

408 1，3747 一2．0 × 10
−5 一2．0× 10

−5

12 1，37472 ．1 × 10
−92 ．1x10−9

4 一
〇，8154 一3．7×10

−
° 一3．7x10

−1

808 一
〇，8135 一2．4x10

冒7 一2．4x10
−7

12 一
〇．81351 ．1×10

一日 Llx1079
4 一〇．9191 一3．1×10

齟4 一3，lx10
−4

908 一〇，9188 一8．6 × 10
−7 一8．6x10

−7

12 一
〇．9188 一1．3 × 10

−9 一1．3x10
−3

4 一
〇，7812 一7．3x1074 一7．3× 10

−4
1008 一

〇，7829 一3．7x10r8 一3．7x10−8
12 一

〇，78291 ，5x10
冒1° 1．5× 10

一lo

4 1，4358 一1．1x10
齟3 一1，1x10

−3

1208 1，43792 ．4 ×10
−62 ，4x10

−6

12 1．4379 一2．5×10
’9 一25 × 10

−9

4 2．99292 ．Ox10−3 0
1808 2．99085 ．4 × 10

−5 0
12 2．99088 ．5 × 10

−9 0

　衷 6　境界上 の 応力分布
（aib＝1，　 d／a＝3，σ 霊＝1，σΨ＝O）

θ［de ，］ M σ t σ n τ n」

0
4812 一〇．9376

一α9391
− 0，9391

一1．4× 10
−3

　3．7× 10
−6

　5．8× 10
−9

000

404812
0．65480
，65670
．6567

一1．2 × 10
−3

　2．5XlO
−5

　2．lxlO
−9

　7．7× 10
−4

− 1．6× 10
−6

　1．6× 10
−9

804812
2．74132
．73852
．7384

　5．9xlO
−4

　3，1× 10
−7

− L3x10¶9

　1．3× 10−4
− 7、3× 10

−7

　3．2× 10
−3

864812
2．81902
．81742
，8174

　5，9xlO
−4

　1．1XlO齟6

− 1．3XlO
−9

一1．7× 10
−3

　3．8x10
闇6

−4．6x10
−9

88．64812
2，82642
，82552
，82555

．4XlO
一弔

1．IXIO
−5

1．7XlO
岫9

一1．8× 10
−s

−4．5x10
−6

−6．7x10旧9

90
　4
　812

2，82332
，82282
，82285

．0× 10
』4

Llx10
−5

L6x10
−9

一1．9x10”3

　4、7x10T6
− 7、1x10

−9

94
　4
　812

2，79102
，79172
，79173

，6x10
−4

6，8XlO
開7

7．7x10
−m

一1．9× 10−3
−4．1× 10

−5
−4、9× 10

−8

100
　4
　812

2，67352
，67352
．6735

　L3 × 10n4

　5，1x10
−B

− 1．9× 10
−1°

一1．6x10ra
−8，8 × 10

−7

　3，8 × 10
−9

120
　4
　812

0．55970
，55670
．5567

　L6 × 10
−a

− 3．0× 10
−s

　3．0× 10
−9

　1．9× 10
幽3

−3．5× 10
−6

　3．4x10−9

180
　4
　812

一
〇，8381

− 0．8350
− 0．8350

一3．Ox10
相3

− 6．7x10
胃6

− 1．0× 10
−8

000

　 表 ア　 最大応力 の 収束性

（afb
＝1，　d／a＝3卩σ 要≡G，σ ？＝＝1）

a ／d0 ．1250 ．21 ／30 ，52 ／3
K 、 K 、 K ， K し K 、

M θ＝89、9° θ嘉89．6° θ＝88、6° θ＝86．尸 θ蒂85．0
°

481216202．969802
，969802
，969802
，96980

2．926732
．926692
．926692
．92669

2．826452
，825542
．825532
．82553

2．716212
．706672
，706522
，72650

2，677372
，64132
．639782
．639762
．63976

文献 （5） 2，9702 ，9272 ．8252 ，7032 ．623

6。 結 言

　本論文 で は 、 前報で 提案 した特異積分方程式 の 高精

度解析法 を孔 に よ る応力集中の 基本的問題 で あ る無限

板中の 2 だ 円孔 の 干 渉 問題 に 適用す る 数値解析法を考

察 した 。 前報 で 提案 した解析法 を用 い た場合 と本報 で

提案 した方法 を用 い た場合 と で 境界条件の 満足度等の

検討を行 い 解析精度を確認 した 。 結果 を ま とめ る と以

下 の よ うに な る。

（1｝ 無限板中 の 1 だ 円孔を表現す る体積力密度の 厳密

解 の み を基 本密 度関数 と して 用 い て 、無限板中の 2 だ

円孔 の 干渉問題 の 解析を行っ た 。 そ の 結果 、 本解析法

は従来の 体積力法 よ り も良好 な 応力集中係 数 の 収束性

が得られ た 。 ま た 、 Lingの 最大応力を求 め た解析結

果 は 本解析結果 と良 く
一

致 した 。 しか し、 境界条件 の

満足度 を調べ た結果、モ ー
ド 1型の 体積力 を境界上 に

分布 させ た だ けで は 、
モ ー

ド II型 の 応力成分 が 打 ち

消されず に が残 る場合が あ る こ とが わ か っ た 。

  　境界条件を 完全 に 満足 させ る た め に、x 方 向お よ

び y 方向の 体積力 に 関 して そ れ ぞ れ 1 っ ずっ 種類 （計

2種類） の 基本密度関数 を従来用 い られ て い る き本密

度関数 に 加え て 新 しく定義 した。そ して 、 特異積分方

程式の 未知関数で あ る 体積力密度を こ れ らの 基本密度

関数 と重み 関数の
一
次結合で 近似す る解析方法を示 し

た 。

  　無限板中の 2だ 円孔の 干渉問題の 解析を行 っ た結

果 、 モ
ー

ド 1型の 体積力を分布させ た だ けで は、境界

上 に モ ー
ド II型 の 応力成分 が 残 り境界条件を 完全 に

満足 させ る こ とが で きな か っ た が、モ
ー

ド 1型、モ
ー

ド II型 の 基 本密度関数 を同時に分布さ せ る こ と で 、

境界上の い ず れ の 点で も境界条件を ほ とん ど完全 に 満

足 さ せ る こ とが 可能 とな っ た 。
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